8.1. Šăąńĺűă ğŋăůěŋĺľ (ďĺŋăňĺůěśłőě ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺě) 151

Ğăňěůăŋĺě. Ďćě ŕőśńěďŋĺě ğăďăůĺ ŕőţőęĺ. İšő śţőďśšćő śšăŋěš £śŋěě, ěśńĺ ŋăŕĺśăšĳ ňăšřĺűż-ňŋőęĺšěńĺ ŋă śšőřőŋăţ 1{2, 2{3,: : :,(s−1){s ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ă ŋă łăęďőľ ţőřďě i{j ŋăŕĺśăšĳ ŕřőĺğćěďěŋĺě ćśěţ ňăšřĺű, śš£čĺćăěňżţ ¡šőľ ţőřďőľ.

8.1.6. Ęěńěğŋă£ ďőřőčă ś őďŋőśšőřőŋŋĺň ďćĺęěŋĺěň ĺňěěš n śšăŋűĺľ. Ĺğćěśšŋż űěŋż ąĺńěšőć őš i-őľ śšăŋűĺĺ ďő j-őľ (ŕřĺ i ¡ j | ć őąřăšŋş¿ śšőřőŋş ŕřőěğďă ŋěš). Ŋăľšĺ ňĺŋĺňăńĳŋş¿ śšőĺňőśšĳ ŕřőěğďă őš ŋăůăńă ďő łőŋűă (ś şůěšőň ćőğňőęŋőľ ¡łőŋőňĺĺ ğă śůěš ŕěřěśăďőł).

Ňż ćĺďěńĺ, ůšő ğăňěŋă řěłşřśĺćŋőľ ŕřőčřăňňż ŋă ğăŕőńŋěŋĺě šăąńĺűż ğŋăůěŋĺľ ĺŋőčďă ŕőğćőń£ěš şňěŋĳÿĺšĳ ůĺśńő ďěľśšćĺľ. Ŕřĺňěřŋő šőčő ęě ¡ťťěłšă ňőęŋő ďőąĺšĳś£ ĺŋăůě: őśšăćĺšĳ ŕřőčřăňňş řěłşřśĺćŋőľ, ŋő ć ţőďě ćżůĺśńěŋĺľ ğăŕőňĺŋăšĳ şęě ćżůĺśńěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£, ă ŕěřěď őůěřěďŋżň ćżůĺśńěŋĺěň ŕřőćěř£šĳ, ŋěš ńĺ şęě čőšőćőčő ğŋăůěŋĺ£.

8.1.7. Ğăďăŋő łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő ś ąĺŋăřŋőľ őŕěřăűĺěľ (ćőőąźě čőćőř£, ŋě łőňňşšăšĺćŋőľ ĺ ďăęě ŋě ăśśőűĺăšĺćŋőľ). Ĺňěěšś£ n ¡ńěňěŋšőć a_1; : : :; a_n ¡šőčő ňŋőęěśšćă ĺ ěźě őďĺŋ ¡ńěňěŋš x. Ŕřőćěřĺšĳ, ňőęŋő ńĺ šăł řăśśšăćĺšĳ śłőąłĺ ć ŕřőĺğćěďěŋĺĺ a_1 × : : : × a_n, ůšőąż ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺńś£ x. Ůĺśńő őŕěřăűĺľ ďőńęŋő ŋě ŕřěćőśţőďĺšĳ Cn^3 ďń£ ŋěłőšőřőľ łőŋśšăŋšż C (ğăćĺś£źěľ őš ůĺśńă ¡ńěňěŋšőć ć ćżąřăŋŋőň łőŋěůŋőň ňŋőęěśšćě).

Řěÿěŋĺě. Ğăŕőńŋ£ěň šăąńĺűş, ć łőšőřőľ ďń£ łăęďőčő şůăśšłă a_i · · ·a_j ŋăÿěčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ţřăŋĺšś£ śŕĺśőł ćśěţ ćőğňőęŋżţ ěčő ğŋăůěŋĺľ (ŕřĺ řăğŋőľ řăśśšăŋőćłě śłőąőł).

Ŕő śşźěśšćş ¡šőš ęě ŕřĺ-ěň ŕřĺňěŋ£ěšś£ ć ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőň ăńčőřĺšňě ŕřőćěřłĺ ŕřĺŋăďńěęŋőśšĺ śńőćă ŕřőĺğćőńĳŋőňş łőŋšěłśšŋő-śćőąőďŋőňş £ğżłş (śň. čńăćş 13).

Śńěďş¿źă£ ğăďăůă (ğăďăůă ő ř¿łğăłě) şęě şŕőňĺŋăńăśĳ ć čńăćě 3.

8.1.8. Ĺňěěšś£ n ŕőńőęĺšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń x_1 : : :x_n ĺ ůĺśńő N. Ćż£śŋĺšĳ, ňőęŋő ńĺ ŕőńşůĺšĳ N, śłńăďżćă£ ŋěłőšőřżě ĺğ ůĺśěń x_1 : : :x_n. Ůĺśńő ďěľśšćĺľ ďőńęŋő ążšĳ ŕőř£ďłă Nn.

[Şłăğăŋĺě. Ŕőśńě i ÿăčőć ţřăŋĺšś£ ňŋőęěśšćő šěţ ůĺśěń ŋă őšřěğłě 0 : : :N, łőšőřżě ŕřěďśšăćĺňż ć ćĺďě śşňňż ŋěłőšőřżţ ĺğ x_1 : : :x_i.]

8.2. Śšěł őšńőęěŋŋżţ ğăďăŋĺľ

Ďřşčőľ ŕřĺěň şśšřăŋěŋĺ£ řěłşřśĺĺ ŕřőďěňőŋśšřĺřşěň ŋă ŕřĺňěřě ğăďăůĺ ő ţăŋőľśłĺţ ąăÿŋ£ţ.

8.2.1. Ŋăŕĺśăšĳ ŋěřěłşřśĺćŋş¿ ŕřőčřăňňş ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕěřěňěźěŋĺľ łőńěű ć ğăďăůě ő ţăŋőľśłĺţ ąăÿŋ£ţ.

Řěÿěŋĺě. Ćśŕőňŋĺň řěłşřśĺćŋş¿ ŕřőčřăňňş, ŕěřěłńăďżćă¿źş¿ i ćěřţŋĺţ łőńěű ś m ŋă n:

procedure move(i,m,n: integer);

var s: integer; begin

if i = 1 then begin

writeln (’śďěńăšĳ ţőď ’, m, ’->’, n); end else begin

s:=6-m-n; {s - šřěšĺľ śšěřęěŋĳ: śşňňă ŋőňěřőć řăćŋă 6} move (i-1, m, s);

writeln (’śďěńăšĳ ţőď ’, m, ’->’, n); move (i-1, s, n);

end; end;

Ćĺďŋő, ůšő ğăďăůă Àŕěřěńőęĺšĳ i ćěřţŋĺţ ďĺśłőć ś m-čő śšěřęŋ£ ŋă n-żľÁ śćőďĺšś£ ł šř-ěň ğăďăůăň šőčő ęě šĺŕă: ďćşň ğăďăůăň ś i-1 ďĺśłăňĺ ĺ ł őďŋőľ ğăďăůě ś ěďĺŋśšćěŋŋżň ďĺśłőň. Ğăŋĺňă£śĳ ¡šĺňĺ ğăďăůăňĺ, ćăęŋő ŋě ŕőğăążšĳ, ůš«ő ěź-ě őśšăńőśĳ śďěńăšĳ.

Ďń£ ¡šőľ űěńĺ ğăćěď-ěň śšěł őšńőęěŋŋżţ ğăďăŋĺľ, ¡ńěňěŋšăňĺ łőšőřőčő ąşďşš šřőľłĺ ⟨i; m; n⟩. Łăęďă£ šăłă£ šřőľłă ĺŋšěřŕřěšĺřşěšś£ łăł ğăłăğ Àŕěřěńőęĺšĳ i ćěřţŋĺţ ďĺśłőć ś m-čő śšěřęŋ£ ŋă n-żľÁ. Ğăłăğż şŕőř£ďőůěŋż ć śőőšćěšśšćĺĺ ś šřěąşěňżň ŕőř£ďłőň ĺţ ćżŕőńŋěŋĺ£: śăňżľ śřőůŋżľ | ćěřÿĺŋă śšěłă. Ŕőńşůăěň šăłş¿ ŕřőčřăňňş:

procedure move(i,m,n: integer); begin

śďěńăšĳ śšěł ğăłăğőć ŕşśšżň ŕőńőęĺšĳ ć śšěł šřőľłş <i,m,n>

8.2. Śšěł őšńőęěŋŋżţ ğăďăŋĺľ 153

{ĺŋćăřĺăŋš: őśšăńőśĳ ćżŕőńŋĺšĳ ğăłăğż ć śšěłě} while śšěł ŋěŕşśš do begin

şďăńĺšĳ ćěřţŋĺľ ¡ńěňěŋš, ŕěřěńőęĺć ěčő ć <j,p,q> if j = 1 then begin

writeln (’śďěńăšĳ ţőď’, p, ’->’, q); end else begin

s:=6-p-q;

{s - šřěšĺľ śšěřęěŋĳ: śşňňă ŋőňěřőć řăćŋă 6} ŕőńőęĺšĳ ć śšěł šřőľłĺ <j-1,s,q>, <1,p,q>, <j-1,p,s> end;

end; end;

(Ğăňěšĺň, ůšő ŕěřćőľ ć śšěł łńăď-ěšś£ šřőľłă, łőšőřş¿ ŋăďő ćżŕőńŋ£šĳ ŕőśńěďŋěľ.) Śšěł šřőěł ňőęěš ążšĳ řěăńĺğőćăŋ łăł šřĺ őšďěńĳŋżţ śšěłă. (Łřőňě šőčő, ć ŕăśłăńě ěśšĳ śŕěűĺăńĳŋżľ šĺŕ, ŋăğżćăěňżľ ÀğăŕĺśĳÁ (record), łőšőřżľ ňőęěš ążšĳ ŕřĺňěŋ-ěŋ.)

8.2.2. (Śőőąźĺń Ă.Ł.Ğćőŋłĺŋ śő śśżńłőľ ŋă Ăŋďęě£ Ńĺśőćśłőčő.) Ďń£ ğăďăůĺ ő ţăŋőľśłĺţ ąăÿŋ£ţ ěśšĳ ĺ ďřşčĺě ŋěřěłşřśĺćŋżě ăńčőřĺšňż. Ćőš őďĺŋ ĺğ ŋĺţ: ŕřőśšăĺćă¿źĺň śšěřęŋěň (ŋě šěň, ś łőšőřőčő ŕěřěŋőś£š, ĺ ŋě šěň, ŋă łőšőřżľ ŕěřěŋőś£š) ďőńęŋż ążšĳ ćśě śšěřęŋĺ ŕő őůěřěďĺ. Ďřşčőě ŕřăćĺńő: ŕőőůěř-ěďŋő ŕěřěňěźăšĳ ŋăĺňěŋĳÿěě łőńĳűő ĺ ŋě ŋăĺňěŋĳÿěě łőńĳűő, ŕřĺůěň ŋăĺňěŋĳÿěě | ŕő łřşčş.

8.2.3. Ĺśŕőńĳğőćăšĳ ğăňěŋş řěłşřśĺĺ śšěłőň őšńőęěŋŋżţ ğăďăŋĺľ ć řěłşřśĺćŋőľ ŕřőčřăňňě ŕěůăšĺ ďěś£šĺůŋőľ ğăŕĺśĺ űěńőčő ůĺśńă.

Řěÿěŋĺě. Űĺťřż ďőążćă¿šś£ ś łőŋűă ĺ ğăłńăďżćă¿šś£ ć śšěł, ă ğăšěň ŕěůăšă¿šś£ ć őąřăšŋőň ŕőř£ďłě.

8.2.4. Ŋăŕĺśăšĳ ŋěřěłşřśĺćŋş¿ ŕřőčřăňňş, ŕěůăšă¿źş¿ ćśě ćěřÿĺŋż ďćőĺůŋőčő ďěřěćă.

Řěÿěŋĺě. Ć ¡šőň śńşůăě śšěł őšńőęěŋŋżţ ğăďăŋĺľ ąşďěš śőďěřęăšĳ ğăłăğż ďćşţ śőřšőć: Àŋăŕěůăšăšĳ ďăŋŋş¿ ćěřÿĺŋşÁ ĺ Àŋăŕěůăšăšĳ ćśě ćěřÿĺŋż ŕőďďěřěćă ś ďăŋŋżň łőřŋěňÁ (ŕřĺ ¡šőň nil śůĺšăěšś£ łőřŋěň ŕşśšőčő ďěřěćă). Šăłĺň őąřăğőň, ¡ńěňěŋš śšěłă ěśšĳ ŕăřă: ⟨šĺŕ ğăłăğă, ŋőňěř ćěřÿĺŋż⟩.

Ćżŋĺňă£ ¡ńěňěŋš ĺğ śšěłă, ňż ńĺąő śřăğş ĺśŕőńŋ£ěň ěčő (ěśńĺ ¡šő ğăłăğ ŕěřćőčő šĺŕă), ńĺąő ŕőňěźăěň ć śšěł šřĺ ŕőřőęď-ěŋŋżţ ĺň ğăłăğă | ć őďŋőň ĺğ ÿěśšĺ ćőğňőęŋżţ ŕőř£ďłőć.

8.2.5. Ůšő ĺğňěŋĺšś£, ěśńĺ šřěąşěšś£ ŋě ŕěůăšăšĳ ćěřÿĺŋż ďćőĺůŋőčő ďěřěćă, ă ŕőďśůĺšăšĳ ĺţ łőńĺůěśšćő?

Řěÿěŋĺě. Ŕěůăšăŋĺě ćěřÿĺŋż śńěďşěš ğăňěŋĺšĳ ŕřĺąăćńěŋĺěň ěďĺŋĺűż ł śů-ěšůĺłş. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ĺŋćăřĺăŋš šăłőć: (őąźěě ůĺśńő ćěřÿĺŋ) = (śů-ěšůĺł) + (śşňňă ůĺśěń ćěřÿĺŋ ć ŕőďďěřěćĳ£ţ, łőřŋĺ łőšőřżţ ńěęăš ć śšěłě).

8.2.6. Ďń£ ŋěłőšőřżţ ĺğ ÿěśšĺ ćőğňőęŋżţ ŕőř£ďłőć ćőğňőęŋż şŕřőźěŋĺ£, ďěńă¿źĺě ŋěŋşęŋżň ţřăŋěŋĺě ć śšěłě ¡ńěňěŋšőć ďćşţ ćĺďőć. Şłăğăšĳ ŋěłőšőřżě ĺğ ŋĺţ.

Řěÿěŋĺě. Ěśńĺ šřěąşěňżľ ŕőř£ďőł šăłőć:

łőřěŋĳ, ńěćőě ŕőďďěřěćő, ŕřăćőě ŕőďďěřěćő,

šő ğăłăğ ŋă ŕěůăšăŋĺě łőřŋ£ ňőęŋő ŋě ğăłńăďżćăšĳ ć śšěł, ă ćżŕőńŋ£šĳ śřăğş.

Ŋěśłőńĳłő ąőńěě śńőęŋă£ łőŋśšřşłűĺ£ ŕřĺňěŋĺňă ďń£ ŕőř£ďłă

ńěćőě ŕőďďěřěćő, łőřěŋĳ, ŕřăćőě ŕőďďěřěćő.

Ć ¡šőň śńşůăě ćśě ğăłăğż ć śšěłě, łřőňě śăňőčő ŕěřćőčő (ŋăŕěůăšăšĳ ŕőďďěřěćő) ďěń£šś£ ŋă ŕăřż:

ŋăŕěůăšăšĳ ćěřÿĺŋş x, ŋăŕěůăšăšĳ Àŕřăćőě ŕőďďěřěćőÁ x

(= ŕőďďěřěćő ś łőřŋěň ć ŕřăćőň śżŋě x). Őąžěďĺŋĺć ¡šĺ ŕăřż ć ğăłăğż śŕěűĺăńĳŋőčő ćĺďă ĺ ććěď£ ŕěřěňěŋŋş¿ ďń£ őšďěńĳŋőčő ţřăŋěŋĺ£ ŕěřćőčő ğăłăğă, ňż őąőľďěňś£ śšěłőň őďŋőšĺŕŋżţ ğăłăğőć.

Šő ęě śăňőě, řăğşňěěšś£, ćěřŋő, ěśńĺ ŕőňěŋ£šĳ ňěśšăňĺ ńěćőě ĺ ŕřăćőě | ŕőńşůăěšś£ ěź-ě ďćă ŕőř£ďłă.

Ğăňěůăŋĺě. Ďřşčş¿ ŕřőčřăňňş ŕěůăšĺ ćśěţ ćěřÿĺŋ ďěřěćă ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ŋă őśŋőćě ŕřőčřăňňż őąţőďă ďěřěćă, řăğőąřăŋŋőľ ć čńăćě 3. Šăň ĺśŕőńĳğşěšś£ łőňăŋďă ÀćŋĺğÁ. Ŕőśłőńĳłş šěŕěřěÿŋěě ŕřěďśšăćńěŋĺě ďěřěćă ś ŕőňőźĳ¿ ňăśśĺćőć l ĺ r ŋě ŕőğćőń£ěš ŋăľšĺ ŕřěďłă ğăďăŋŋőľ ćěřÿĺŋż, ŕřĺď-ěšś£ ţřăŋĺšĳ śŕĺśőł ćśěţ ćěřÿĺŋ ŋă ŕşšĺ őš łőřŋ£ ł šěłşźěľ ćěřÿĺŋě. Cňőšřĺ šăłęě čńăćş 9.

8.2.7. Ŋăŕĺśăšĳ ŋěřěłşřśĺćŋżľ ćăřĺăŋš ŕřőčřăňňż ążśšřőľ śőřšĺřőćłĺ. Łăł őąőľšĺśĳ śšěłőň, čńşąĺŋă łőšőřőčő őčřăŋĺůěŋă C log n, čďě n | ůĺśńő śőřšĺřşěňżţ ¡ńěňěŋšőć?

Řěÿěŋĺě. Ć śšěł łńăďşšś£ ŕăřż ⟨i; j⟩, ĺŋšěřŕřěšĺřşěňżě łăł őšńőęěŋŋżě ğăďăŋĺ£ ŋă śőřšĺřőćłş śőőšćěšśšćş¿źĺţ şůăśšłőć ňăśśĺćă. Ćśě ¡šĺ ğăłăğż ŋě ŕěřěśěłă¿šś£, ŕő¡šőňş řăğňěř śšěłă ŋě ňőęěš ŕřěćżśĺšĳ n. Ůšőąż őčřăŋĺůĺšĳś£ śšěłőň ńőčăřĺťňĺůěśłőľ čńşąĺŋż, ąşďěň ŕřĺďěřęĺćăšĳś£ šăłőčő ŕřăćĺńă: čńşąęě ć śšěł ŕőňěźăšĳ ąőńĳÿĺľ ĺğ ćőğŋĺłă¿źĺţ ďćşţ ğăłăğőć. Ŕşśšĳ f(n) { ňăłśĺňăńĳŋă£ čńşąĺŋă śšěłă, łőšőřă£ ňőęěš ćśšřěšĺšĳś£ ŕřĺ śőřšĺřőćłě ňăśśĺćă ĺğ ŋě ąőńěě ůěň n ¡ńěňěŋšőć šăłĺň śŕőśőąőň. Őűěŋĺň f(n) śćěřţş šăłĺň śŕőśőąőň: ŕőśńě řăğąĺěŋĺ£ ňăśśĺćă ŋă ďćă şůăśšłă ňż śŋăůăńă śőřšĺřşěň ąőńěě łőřőšłĺľ (ţřăŋ£ ć śšěłě ąőńěě ďńĺŋŋżľ ŕřő ğăŕăś), ŕřĺ ¡šőň čńşąĺŋă śšěłă ŋě ąőńĳÿě f(n=2) + 1, ğăšěň śőřšĺřşěň ąőńěě ďńĺŋŋżľ, šăł ůšő

f(n) 6 max(f(n=2) + 1; f(n − 1));

őšłşďă őůěćĺďŋőľ ĺŋďşłűĺěľ ŕőńşůăěň f(n) = O(log n).

8.3. Ąőńěě śńőęŋżě śńşůăĺ řěłşřśĺĺ

Ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ f ś ŋăšşřăńĳŋżňĺ ăřčşňěŋšăňĺ ĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ őŕřěďěńěŋă řěłşřśĺćŋő şśńőćĺ£ňĺ

f(0) = a;

f(x) = h(x; f(l(x))) (x ¿ 0)

čďě a | ŋěłőšőřőě ůĺśńő, ă h ĺ l | ĺğćěśšŋżě ťşŋłűĺĺ. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺĺ f ć šőůłě x ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ğŋăůěŋĺě f ć šőůłě l(x). Ŕřĺ ¡šőň ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő ďń£ ń¿ąőčő x ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ

x; l(x); l(l(x)); : : :

řăŋő ĺńĺ ŕőğďŋő ćśšřěšĺšś£ 0.

Ěśńĺ ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ĺğćěśšŋő, ůšő l(x) ¡ x ďń£ ćśěţ x, šő ćżůĺśńěŋĺě f ŋě ŕřěďśšăćń£ěš šřşďă: ćżůĺśń£ěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋő f(0); f(1); f(2); : : :

8.3.1. Ŋăŕĺśăšĳ ŋěřěłşřśĺćŋş¿ ŕřőčřăňňş ćżůĺśńěŋĺ£ f ďń£ őąźěčő śńşůă£.

Řěÿěŋĺě. Ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ f(x) ćżůĺśń£ěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ

l(x); l(l(x)); l(l(l(x))); : : :

ďő ŕő£ćńěŋĺ£ ŋşń£ ĺ ğăŕőňĺŋăěň ě-ě, ă ğăšěň ćżůĺśń£ěň ğŋăůěŋĺ£ f ć šőůłăţ ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, ĺď£ śŕřăćă ŋăńěćő.

Ěź-ě ąőńěě śńőęŋżľ śńşůăľ ĺğ śńěďş¿źěľ ğăďăůĺ ćř£ď ńĺ ćśšřěšĺšś£ ŋă ŕřăłšĺłě (ă ěśńĺ ĺ ćśšřěšĺšś£, šő ŕřőźě řěłşřśĺ¿ ŋě şśšřăŋ£šĳ, ă őśšăćĺšĳ). Ŋő šěň ŋě ňěŋěě: ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ f ś ŋăšşřăńĳŋżňĺ ăřčşňěŋšăňĺ ĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ őŕřěďěń£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ

f(0) = a;

f(x) = h(x; f(l(x)); f(r(x))) (x ¿ 0);

čďě a | ŋěłőšőřőě ůĺśńő, ă l, r ĺ h | ĺğćěśšŋżě ťşŋłűĺĺ. Ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő ěśńĺ ćğ£šĳ ŕřőĺğćőńĳŋőě ůĺśńő ĺ ŋăůăšĳ ŕřĺňěŋ£šĳ ł ŋěňş ťşŋłűĺĺ l ĺ r ć ŕřőĺğćőńĳŋőň ŕőř£ďłě, šő řăŋő ĺńĺ ŕőğďŋő ŕőńşůĺšś£ 0.

8.3.2. Ŋăŕĺśăšĳ ŋěřěłşřśĺćŋş¿ ŕřőčřăňňş ćżůĺśńěŋĺ£ f. Řěÿěŋĺě. Ňőęŋő ążńő ąż śŋăůăńă ŕőśšřőĺšĳ ďěřěćő, ş łőšőřőčő ć łőřŋě ŋăţőďĺšś£ x, ă ć śżŋőćĳ£ţ ćěřÿĺŋż i śšő£š l(i) ĺ r(i) | ěśńĺ šőńĳłő i ŋě řăćŋő ŋşń¿. Ğăšěň ćżůĺśń£šĳ ğŋăůěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ, ĺď£ őš ńĺśšĳěć ł łőřŋ¿. Őďŋăłő ěśšĳ ĺ ďřşčőľ śŕőśőą.

Őąřăšŋőľ ŕőńĳśłőľ ğăŕĺśĳ¿ (ĺńĺ ŕőśšťĺłśŋőľ ğăŕĺśĳ¿) ćżřăęěŋĺ£ ŋăğżćă¿š ğăŕĺśĳ, čďě ğŋăł ťşŋłűĺĺ śšőĺš ŕőśńě ćśěţ ěě ăřčşňěŋšőć, ă śłőąłĺ ŋě ĺśŕőńĳğş¿šś£. Ćőš ŋěśłőńĳłő ŕřĺňěřőć:

f(2) 2 f f(g(2)) 2 g f s(2; t(7)) 2 7 t s s(2; u(2; s(5; 3)) 2 2 5 3 s u s

Ŕőśšťĺłśŋă£ ğăŕĺśĳ ćżřăęěŋĺ£ ŕőğćőń£ěš şďőąŋő ćżůĺśń£šĳ ěčő ś ŕőňőźĳ¿ śšěłőćőčő łăńĳłşń£šőřă. İšőš łăńĳłşń£šőř ĺňěěš śšěł, łőšőřżľ ňż ąşďěň ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě řăśŕőńőęěŋŋżň čőřĺğőŋšăńĳŋő (ůĺśńă ćżŋĺňă¿šś£ ĺ łńăďşšś£ śŕřăćă), ĺ łńăćĺÿĺ | ůĺśńőćżě ĺ ťşŋłűĺőŋăńĳŋżě. Ŕřĺ ŋăęăšĺĺ ŋă łńăćĺÿş ś ůĺśńőň ¡šő ůĺśńő łńăď-ěšś£ ć śšěł. Ŕřĺ ŋăęăšĺĺ ŋă ťşŋłűĺőŋăńĳŋş¿ łńăćĺÿş śőőšćěšśšćş¿źă£ ťşŋłűĺ£ ŕřĺňěŋ£ěšś£ ł ŋěśłőńĳłĺň ăřčşňěŋšăň ş ćěřÿĺŋż śšěłă. Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ ć śšěłě ążńĺ ůĺśńă

2 3 4 5 6

ĺ ŋăęăšă ťşŋłűĺőŋăńĳŋă£ łńăćĺÿă s, śőőšćěšśšćş¿źă£ ťşŋłűĺĺ őš ďćşţ ăřčşňěŋšőć, šő ć śšěłě őłăęşšś£ ůĺśńă

2 3 4 s(5; 6)

Ŕěřěľď-ěň šěŕěřĳ ł ŋăÿěľ ğăďăůě. Ć ŕřőűěśśě ćżůĺśńěŋĺ£ ğŋăůěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ f ňż ąşďěň řăąőšăšĳ śő śšěłőň ůĺśěń, ă šăłęě ś ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ ůĺśěń ĺ śĺňćőńőć f, l, r, h, łőšőřş¿ ňż ąşďěň ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ łăł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋăęăšĺľ łńăćĺÿ ŋă śšěłőćőň łăńĳłşń£šőřě. Ĺŋćăřĺăŋš šăłőľ:

ěśńĺ śšěł ůĺśěń ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ šěłşźěě śőśšő£ŋĺě śšěłőćőčő łăńĳłşń£šőřă, šő ŕőśńě ŋăęăšĺ£ ćśěţ łńăćĺÿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ć śšěłě őśšăŋěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋőě ůĺśńő, ĺ őŋő ąşďěš ĺśłőňżň őšćěšőň.

Ŕşśšĳ ŋăň šřěąşěšś£ ćżůĺśńĺšĳ ğŋăůěŋĺě f(x). Šőčďă ćŋăůăńě ňż ŕőňěźăěň ć śšěł ůĺśńő x, ă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śőďěřęĺš ěďĺŋśšćěŋŋżľ śĺňćőń f. (Ŕřĺ ¡šőň ĺŋćăřĺăŋš śőąń¿ďăěšś£.) Ďăńěě ś ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ ĺ śšěłőň ćżŕőńŋ£¿šś£ šăłĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£:

śšăřżľ śšăřă£ ŋőćżľ ŋőćă£ śšěł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śšěł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ X x P X x P X x l P X l(x) P X x r P X r(x) P X x y z h P X h(x; y; z) P X 0 f P X a P X x f P X x x l f x r f h P

Ğďěśĳ x, y, z | ůĺśńă, X | ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ůĺśěń, P | ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ůĺśěń ĺ śĺňćőńőć f, l, r, h. Ć ŕőśńěďŋěľ śšřőłě ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő x ≠ 0. İšă śšřőłă śőőšćěšśšćşěš řăćěŋśšćş

f(x) = h(x; f(l(x)); f(r(x))):

Ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ćżŕőńŋ£¿šś£, ŕőłă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋě śšăŋěš ŕşśšă. Ć ¡šőš ňőňěŋš ć śšěłě őłăęěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋőě ůĺśńő, łőšőřőě ĺ ąşďěš őšćěšőň.

Ğăňěůăŋĺě. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕő śşźěśšćş ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ śšěł őšńőęěŋŋżţ ğăďăŋĺľ (ćěřÿĺŋă łőšőřőčő ŋăţőďĺšś£ śńěćă).

9. Řăğŋżě ăńčőřĺšňż ŋă čřăťăţ

9.1. Łřăšůăľÿĺě ŕşšĺ

Ć ¡šőň řăğďěńě řăśśňăšřĺćă¿šś£ řăğńĺůŋżě ćăřĺăŋšż őďŋőľ ğăďăů. Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ n čőřőďőć, ŕřőŋşňěřőćăŋŋżţ ůĺśńăňĺ őš 1 ďő n. Ďń£ łăęďőľ ŕăřż čőřőďőć ś ŋőňěřăňĺ i, j ć šăąńĺűě a[i][j] ţřăŋĺšś£ űěńőě ůĺśńő | űěŋă ŕř£ňőčő ăćĺăąĺńěšă ĺğ čőřőďă i ć čőřőď j. Śůĺšăěšś£, ůšő řěľśż śşźěśšćş¿š ňěęďş ń¿ążňĺ čőřőďăňĺ, a[i][i] = 0 ŕřĺ ćśěţ i, a[i][j] ňőęěš őšńĺůăšĳś£ őš a[j][i]. Ŋăĺňěŋĳÿěľ śšőĺňőśšĳ¿ ŕřőěğďă ĺğ i ć j śůĺšăěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋő ćőğňőęŋă£ śşňňă űěŋ ąĺńěšőć ďń£ ňăřÿřşšőć (ć šőň ůĺśńě ś ŕěřěśăďłăňĺ), ćěďşźĺţ ĺğ i ć j. (Őŋă ŋě ŕřěćőśţőďĺš a[i][j], ŋő ňőęěš ążšĳ ňěŋĳÿě.)

Ć ŕřěďńăčăěňżţ ŋĺęě ğăďăůăţ šřěąşěšś£ ŋăľšĺ ŋăĺňěŋĳÿş¿ śšőĺňőśšĳ ŕřőěğďă ďń£ ŋěłőšőřżţ ŕăř čőřőďőć ŕřĺ šěţ ĺńĺ ĺŋżţ őčřăŋĺůěŋĺ£ţ ŋă ňăśśĺć a ĺ ŋă ćřěň£ řăąőšż ăńčőřĺšňă.

9.1.1. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋě śşźěśšćşěš ğăňłŋşšżţ ňăřÿřşšőć, ďń£ łőšőřżţ śşňňă űěŋ őšřĺűăšěńĳŋă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ¡šőň śńşůăě ňăřÿřşš ś ŋăĺňěŋĳÿěľ śšőĺňőśšĳ¿ śşźěśšćşěš.

Řěÿěŋĺě. Ňăřÿřşš ďńĺŋőľ ąőńĳÿě n ćśěčďă śőďěřęĺš űĺłń, ŕő¡šőňş ňĺŋĺňşň ňőęŋő ĺśłăšĳ śřěďĺ ňăřÿřşšőć ďńĺŋőľ ŋě ąőńěě n, ă ĺţ łőŋěůŋőě ůĺśńő.

Ćő ćśěţ śńěďş¿źĺţ ğăďăůăţ ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő ¡šő şśńőćĺě (őšśşšśšćĺě űĺłńőć ś őšřĺűăšěńĳŋőľ śşňňőľ) ćżŕőńŋěŋő.

9.1.2. Ŋăľšĺ ŋăĺňěŋĳÿş¿ śšőĺňőśšĳ ŕřőěğďă ĺğ 1-čő čőřőďă ćő ćśě őśšăńĳŋżě ğă ćřěň£ O(n^3).

Řěÿěŋĺě. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ŇĺŋŚš(1,s,k) ŋăĺňěŋĳÿş¿ śšőĺňőśšĳ ŕřőěğďă ĺğ 1 ć s ňěŋěě ůěň ś k ŕěřěśăďłăňĺ. Šőčďă ćżŕőńŋ£ěšś£ šăłőě śőőšŋőÿěŋĺě:

ŇĺŋŚš(1; s; k+1) = min ( ŇĺŋŚš(1,s,k); min i=1..n

ŇĺŋŚš(1,i,k)+a[i][s]) )

Łăł őšňěůăńőśĳ ćżÿě, ĺśłőňżň őšćěšőň £ćń£ěšś£ ŇĺŋŚš(1,i,n) ďń£ ćśěţ i = 1 : : : n.

k:= 1;

for i := 1 to n do begin x[i] := a[1][i]; end; {ĺŋćăřĺăŋš: x[i] = ŇĺŋŚš(1,i,k)} while k <> n do begin

for s := 1 to n do begin

y[s] := x[s];

for i := 1 to n do begin if y[s] > x[i]+a[i][s] then begin y[s] := x[i]+a[i][s];

end; end {y[s] = ŇĺŋŚš(1,s,k+1)} end;

for i := 1 to n do begin x[s] := y[s]; end; k := k + 1;

end;

Ŕřĺćěďěŋŋżľ ăńčőřĺšň ŋăğżćă¿š ăńčőřĺšňőň ďĺŋăňĺůěśłőčő ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺ£, ĺńĺ ăńčőřĺšňőň Ťőřďă{Ąěńńňăŋă.

9.1.3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřőčřăňňă őśšăŋěšś£ ŕřăćĺńĳŋőľ, ěśńĺ ŋě ğăćőďĺšĳ ňăśśĺćă y, ă ŕřőĺğćőďĺšĳ ĺğňěŋěŋĺ£ ć śăňőň ňăśśĺćě x (ğăňěŋĺć ć ŕřőčřăňňě ćśě ćţőęďěŋĺ£ ąşłćż y ŋă x ĺ ğăšěň şďăńĺšĳ śšăćÿĺě ńĺÿŋĺňĺ śšřőłĺ).

Řěÿěŋĺě. Ĺŋćăřĺăŋš ąşďěš šăłőć:

ŇĺŋŚš(1,i,n) 6 x[i] 6 MĺŋŚš(1,i,k):

İšőš ăńčőřĺšň ňőęěš ążšĳ şńşůÿěŋ ć ďćşţ őšŋőÿěŋĺ£ţ: ňőęŋő ğă šő ęě ćřěň£ O(n^3) ŋăľšĺ ŋăĺňěŋĳÿş¿ śšőĺňőśšĳ ŕřőěğďă i → j ďń£ ćśěţ ŕăř i,j (ă ŋě šőńĳłő ŕřĺ i = 1), ă ňőęŋő śőłřăšĺšĳ ćřěň£ řăąőšż ďő O(n2). Ŕřăćďă, ć ŕőśńěďŋěň śńşůăě ŋăň ŕőšřěąşěšś£, ůšőąż ćśě űěŋż a[i][j] ążńĺ ŋěőšřĺűăšěńĳŋż.

9.1.4. Ŋăľšĺ ŋăĺňěŋĳÿş¿ śšőĺňőśšĳ ŕřőěğďă i → j ďń£ ćśěţ i,j ğă ćřěň£ O(n^3).

9.1. Łřăšůăľÿĺě ŕşšĺ 161

Řěÿěŋĺě. Ďń£ k = 0 : : : n ůěřěğ A(i,j,k) őąőğŋăůĺň ŋăĺňěŋĳÿş¿ śšőĺňőśšĳ ňăřÿřşšă ĺğ i ć j, ěśńĺ ć łăůěśšćě ŕěřěśăďőůŋżţ řăğřěÿěŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ šőńĳłő ŕşŋłšż ś ŋőňěřăňĺ ŋě ąőńĳÿě k. Šőčďă

A(i,j,0) = a[i][j];

A(i,j,k+1) = min ( A(i,j,k); A(i,k+1,k) + A(k+1,j,k) )

(ďćă ćăřĺăŋšă śőőšćěšśšćş¿š ŋěĺśŕőńĳğőćăŋĺ¿ ĺ ĺśŕőńĳğőćăŋĺ¿ ŕşŋłšă k+1 ć łăůěśšćě ŕěřěśăďőůŋőčő; őšňěšĺň, ůšő ć ŋěň ŋěğăůěň ążćăšĳ ąőńěě őďŋőčő řăğă).

İšőš ăńčőřĺšň ŋăğżćă¿š ăńčőřĺšňőň Ťńőľďă.

9.1.5. Ĺğćěśšŋő, ůšő ćśě űěŋż ŋěőšřĺűăšěńĳŋż. Ŋăľšĺ ŋăĺňěŋĳÿş¿ śšőĺňőśšĳ ŕřőěğďă 1 → i ďń£ ćśěţ i = 1 : : :n ğă ćřěň£ O(n^2).

Řěÿěŋĺě. Ć ŕřőűěśśě řăąőšż ăńčőřĺšňă ŋěłőšőřżě čőřőďă ąşďşš ćżďěńěŋŋżňĺ (ć ŋăůăńě | šőńĳłő čőřőď 1, ć łőŋűě | ćśě). Ŕřĺ ¡šőň:

• ďń£ łăęďőčő ćżďěńěŋŋőčő čőřőďă i ţřăŋĺšś£ ŋăĺňěŋĳÿă£ śšőĺňőśšĳ ŕşšĺ 1 → i; ŕřĺ ¡šőň ĺğćěśšŋő, ůšő ňĺŋĺňşň ďőśšĺčăěšś£ ŋă ŕşšĺ, ŕřőţőď£źěň šőńĳłő ůěřěğ ćżďěńěŋŋżě čőřőďă;

• ďń£ łăęďőčő ŋěćżďěńěŋŋőčő čőřőďă i ţřăŋĺšś£ ŋăĺňěŋĳÿă£ śšőĺňőśšĳ ŕşšĺ 1 → i, ć łőšőřőň ć łăůěśšćě ŕřőňěęşšőůŋżţ ĺśŕőńĳğş¿šś£ šőńĳłő ćżďěńěŋŋżě čőřőďă.

Ňŋőęěśšćő ćżďěńěŋŋżţ čőřőďőć řăśÿĺř£ěšś£ ŋă őśŋőćăŋĺĺ śńěďş¿źěčő ğăňěůăŋĺ£: ěśńĺ śřěďĺ ćśěţ ŋěćżďěńěŋŋżţ čőřőďőć ćğ£šĳ šőš, ďń£ łőšőřőčő ţřăŋĺňőě ůĺśńő ňĺŋĺňăńĳŋő, šő ¡šő ůĺśńő £ćń£ěšś£ ĺśšĺŋŋőľ ŋăĺňěŋĳÿěľ śšőĺňőśšĳ¿. Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ ěśšĳ ąőńěě łőřőšłĺľ ŕşšĳ. Řăśśňőšřĺň ŕěřćżľ ŋěćżďěńěŋŋżľ čőřőď ŋă ¡šőň ŕşšĺ | şęě ďő ŋěčő ŕşšĳ ďńĺŋŋěě! (Ğďěśĳ śşźěśšćěŋŋă ŋěőšřĺűăšěńĳŋőśšĳ űěŋ.)

Ďőąăćĺć ćżąřăŋŋżľ čőřőď ł ćżďěńěŋŋżň, ňż ďőńęŋż śłőřřěłšĺřőćăšĳ ĺŋťőřňăűĺ¿, ţřăŋĺňş¿ ďń£ ŋěćżďěńěŋŋżţ čőřőďőć. Ŕřĺ ¡šőň ďőśšăšőůŋő şůěśšĳ ńĺÿĳ ŕşšĺ, ć łőšőřżţ ŋőćżľ čőřőď £ćń£ěšś£ ŕőśńěďŋĺň ŕşŋłšőň ŕěřěśăďłĺ, ă ¡šő ńěčłő śďěńăšĳ, šăł łăł ňĺŋĺňăńĳŋş¿ śšőĺňőśšĳ ŕřőěğďă ć ŋőćżľ čőřőď ňż şęě ğŋăěň.

Ŕřĺ śăňőň ąěśţĺšřőśšŋőň śŕőśőąě ţřăŋěŋĺ£ ňŋőęěśšćă ćżďěńěŋŋżţ čőřőďőć (ć ąşńěćśłőň ćěłšőřě) ďőąăćńěŋĺě őďŋőčő čőřőďă ł ůĺśńş ćżďěńěŋŋżţ šřěąşěš ćřěňěŋĺ O(n).

İšőš ăńčőřĺšň ŋăğżćă¿š ăńčőřĺšňőň Ďěľłśšřż.

Őšżśłăŋĺě łřăšůăľÿěčő ŕşšĺ ĺňěěš ěśšěśšćěŋŋş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿ ć šěřňĺŋăţ ňăšřĺű. Ŕşśšĳ A | ňăšřĺűă űěŋ őďŋőľ ăćĺăłőňŕăŋĺĺ, ă B | ňăšřĺűă űěŋ ďřşčőľ. Ŕşśšĳ ňż ţőšĺň ńěšěšĳ ś őďŋőľ ŕěřěśăďłőľ, ŕřĺů-ěň śŋăůăńă śăňőń-ěšőň łőňŕăŋĺĺ A, ă ğăšěň | łőňŕăŋĺĺ B. Śłőńĳłő ŋăň ŕřĺďěšś£ ğăŕńăšĺšĳ, ůšőąż ŕőŕăśšĳ ĺğ čőřőďă i ć čőřőď j?

9.1.6. Ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šă ňăšřĺűă ćżůĺśń£ěšś£ ŕő őążůŋőľ ťőřňşńě ďń£ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňăšřĺű, šőńĳłő ćňěśšő śşňňż ŋăďő ąřăšĳ ňĺŋĺňşň, ă ćňěśšő şňŋőęěŋĺ£ | śşňňş.

9.1.7. Ďőłăğăšĳ, ůšő šăłĺň őąřăğőň őŕřěďěńěŋŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ňăšřĺű ăśśőűĺăšĺćŋő.

9.1.8. Ďőłăğăšĳ, ůšő ğăďăůă ő łřăšůăľÿĺţ ŕşš£ţ ¡łćĺćăńěŋšŋă ćżůĺśńěŋĺ¿ A^∞ ďń£ ňăšřĺűż űěŋ A: ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ A; A^2; A^3; : : : ćśě ¡ńěňěŋšż, ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőčő, řăćŋż ĺśłőňőľ ňăšřĺűě śšőĺňőśšěľ łřăšůăľÿĺţ ŕşšěľ. (Ěśńĺ ŋěš őšřĺűăšěńĳŋżţ űĺłńőć!)

9.1.9. Ŋăůĺŋă£ ś łăłőčő ¡ńěňěŋšă ňőęŋő čăřăŋšĺřőćăšĳ řăćěŋśšćő ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě?

Őążůŋőě (ŋě ňőďĺťĺűĺřőćăŋŋőě) şňŋőęěŋĺě ňăšřĺű šőęě ňőęěš őłăğăšĳś£ ŕőńěğŋżň, šőńĳłő ňăšřĺűż ďőńęŋż ążšĳ ďřşčĺě. Ŕşśšĳ ěśšĳ ŋě ćśě řěľśż (łăł řăŋĳÿě), ă šőńĳłő ŋěłőšőřżě, a[i][j] řăćŋő 1, ěśńĺ řěľś ěśšĳ, ĺ 0, ěśńĺ řěľśă ŋěš. Ćőğćěďěň ňăšřĺűş a (őążůŋżň őąřăğőň) ć śšěŕěŋĳ k ĺ ŕőśňőšřĺň ŋă ě-ě i-j-żľ ¡ńěňěŋš.

9.1.10. Ůěňş őŋ řăćěŋ?

Őšćěš. Ůĺśńş řăğńĺůŋżţ śŕőśőąőć ŕőŕăśšĳ ĺğ i ć j ğă k řěľśőć (ś k-1 ŕěřěśăďłăňĺ).

Śńşůăľ, łőčďă ěśšĳ ŋě ćśě řěľśż, ňőęŋő śćěśšĺ ł ĺśţőďŋőňş, ććěď£ ťĺłšĺćŋżě řěľśż ś ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿőľ (ĺńĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőľ) śšőĺňőśšĳ¿. Šěň ŋě ňěŋěě ćőğŋĺłăěš šăłőľ ćőŕřőś. Ůĺśńő řěăńĳŋżţ řěľśőć ňőęěš ążšĳ śşźěśšćěŋŋő ňěŋĳÿě n^2, ŕő¡šőňş ĺŋšěřěśŋż ăńčőřĺšňż, łőšőřżě řăąőšă¿š ¡ťťěłšĺćŋő ć šăłőľ śĺšşăűĺĺ. Ĺśţőďŋżě ďăŋŋżě ěśšěśšćěŋŋő ŕřěďśšăćń£šĳ šőčďă ć šăłőľ ťőřňě: ďń£ łăęďőčő čőřőďă ĺğćěśšŋő ůĺśńő ćżţőď£źĺţ ĺğ ŋěčő řěľśőć, ĺţ ŕşŋłšż ŋăğŋăůěŋĺ£ ĺ űěŋż.

9.1.11. Ďőłăğăšĳ, ůšő ăńčőřĺšň Ďěľłśšřż ňőęŋő ňőďĺťĺűĺřőćăšĳ šăł, ůšőąż ďń£ n čőřőďőć ĺ m řěľśőć (ćśěčő) őŋ šřěąőćăń ŋě ąőńěě C(n + m) log n őŕěřăűĺľ.

[Şłăğăŋĺě. Ůšő ŋăďő śďěńăšĳ ŋă łăęďőň ÿăčě? Ćżąřăšĳ ŋěćżďěńěŋŋżľ čőřőď ś ňĺŋĺňăńĳŋőľ śšőĺňőśšĳ¿ ĺ śłőřřěłšĺřőćăšĳ űěŋż ďń£ ćśěţ čőřőďőć, ć łőšőřżě ĺğ ŋěčő ěśšĳ ňăřÿřşšż. Ěśńĺ ąż łšő-šő śőőąźăń ŋăň, ďń£ łăłőčő čőřőďă śšőĺňőśšĳ ňĺŋĺňăńĳŋă, šő ţćăšĺńő ąż C(n + m) ďěľśšćĺľ. Ă ŕőďďěřęăŋĺě śćěďěŋĺľ ő šőň, łăłőľ ¡ńěňěŋš ć ňăśśĺćě ňĺŋĺňăńěŋ (śň. ğăďăůş ŋă ś. 124) őąţőďĺšś£ ěź-ě ć ňŋőęĺšěńĳ log n.]

9.2. Ść£ğŋżě łőňŕőŋěŋšż, ŕőĺśł ć čńşąĺŋş ĺ ÿĺřĺŋş

Ŋăĺąőńěě ŕřőśšőľ śńşůăľ ğăďăůĺ ő łřăšůăľÿĺţ ŕşš£ţ | ěśńĺ ćśě űěŋż řăćŋż 0 ĺńĺ +∞. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ňż ĺŋšěřěśşěňś£ ćőğňőęŋőśšĳ¿ ŕőŕăśšĳ ĺğ i ć j, ŋő ğă űěŋőľ ŋě ŕőśšőĺň. Ć ďřşčĺţ šěřňĺŋăţ: ňż ĺňěěň őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ čřăť (łăřšĺŋłş ĺğ šőůěł, ŋěłőšőřżě ĺğ łőšőřżţ śőěďĺŋěŋż śšřěńłăňĺ) ĺ ŋăś ĺŋšěřěśş¿š ćěřÿĺŋż, ďőśšşŕŋżě ĺğ ďăŋŋőľ.

Ďń£ ¡šőčő śńşůă£ ğăďăůĺ ő łřăšůăľÿĺţ ŕşš£ţ ŕřĺćěďěŋŋżě ć ŕřěďżďşźěň řăğďěńě ăńčőřĺšňż | ŋě ŋăĺńşůÿĺě. Ć śăňőň ďěńě, ąőńěě ążśšřă£ řěłşřśĺćŋă£ ŕřőčřăňňă řěÿěŋĺ£ ¡šőľ ğăďăůĺ ŕřĺćěďěŋă ć čńăćě 7, ă ŋěřěłşřśĺćŋă£ | ć čńăćě 6. Śěľůăś ŋăś ĺŋšěřěśşěš šăłă£ ğăďăůă: ŋě ŕřőśšő ŕěřěůĺśńĺšĳ ćśě ćěřÿĺŋż, ďőśšşŕŋżě ĺğ ďăŋŋőľ, ŋő ŕěřěůĺśńĺšĳ ĺţ ć őŕřěďěńěŋŋőň ŕőř£ďłě. Ďćă ŕőŕşń£řŋżţ śńşůă£ | ŕőĺśł ć ÿĺřĺŋş ĺ ć čńşąĺŋş.

Ŕőĺśł ć ÿĺřĺŋş.

Ŋăďő ŕěřěůĺśńĺšĳ ćśě ćěřÿĺŋż őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő čřăťă, ďőśšşŕŋżě ĺğ ďăŋŋőľ, ć ŕőř£ďłě şćěńĺůěŋĺ£ ďńĺŋż ŕşšĺ őš ŋě-ě. (Šěň śăňżň ňż řěÿĺň ğăďăůş ő łřăšůăľÿĺţ ŕşš£ţ, łőčďă űěŋż ř-ěąěř řăćŋż 1 ĺńĺ +∞.)

9.2.1. Ŕřĺďşňăšĳ ăńčőřĺšň řěÿěŋĺ£ ¡šőľ ğăďăůĺ ś ůĺśńőň ďěľśšćĺľ ŋě ąőńěě C · (ůĺśńő ř-ěąěř, ćżţőď£źĺţ ĺğ ĺŋšěřěśş¿źĺţ ŋăś ćěřÿĺŋ).

Řěÿěŋĺě. İšă ğăďăůă řăśśňăšřĺćăńăśĳ ć čńăćě 6, ś. 123. Ğďěśĳ ňż ŕřĺćěď-ěň ŕőďřőąŋőě řěÿěŋĺě. Ŕşśšĳ num[i] | łőńĺůěśšćő ř-ěąěř, ćżţőď£źĺţ ĺğ i, out[i][1]; : : :; out[i][num[i]] | ćěřÿĺŋż, łşďă ćěďşš ř-ěąřă. Ćőš ŕřőčřăňňă, ŕřĺćěď-ěŋŋă£ řăŋěě:

procedure Ďőśšşŕŋżě (i: integer);

{ŋăŕěůăšăšĳ ćśě ćěřÿĺŋż, ďőśšşŕŋżě ĺğ i, ćłń¿ůă£ i} var X: ŕőďňŋőęěśšćő 1..n;

P: ŕőďňŋőęěśšćő 1..n; q, v, w: 1..n; k: integer;

begin

...śďěńăšĳ X, P ŕşśšżňĺ; writeln (i);

...ďőąăćĺšĳ i ł X, P;

{(1) P = ňŋőęěśšćő ŋăŕěůăšăŋŋżţ ćěřÿĺŋ; P śőďěřęĺš i; (2) ŋăŕěůăšăŋż šőńĳłő ďőśšşŕŋżě ĺğ i ćěřÿĺŋż; (3) X - ŕőďňŋőęěśšćő P;

(4) ćśě ŋăŕěůăšăŋŋżě ćěřÿĺŋż, ĺğ łőšőřżţ ćżţőďĺš řěąřő ć ŋěŋăŕěůăšăŋŋş¿ ćěřÿĺŋş, ŕřĺŋăďńěęăš X} while X ŋěŕşśšő do begin

...ćğ£šĳ łăłőľ-ŋĺąşďĳ ¡ńěňěŋš X ć v; for k := 1 to num [v] do begin

w := out [v][k];

if w ŋě ŕřĺŋăďńěęĺš P then begin

writeln (w); ďőąăćĺšĳ w ć P; ďőąăćĺšĳ w ć X;

end; end;

end; end;

Šőčďă ŋăň ążńő ąěğřăğńĺůŋő, łăłőľ ĺňěŋŋő ¡ńěňěŋš ňŋőęěśšćă X ćżąĺřăěšś£. Ěśńĺ ňż ąşďěň śůĺšăšĳ X őůěřěďĳ¿ (ŕěřćżň ŕřĺÿ-ěń | ŕěřćżň şÿ-ěń), šő ¡šă ŕřőčřăňňă ŋăŕěůăšăěš ćśě ćěřÿĺŋż, ďőśšşŕŋżě ĺğ i, ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£ ĺţ řăśśšő£ŋĺ£ őš i (ůĺśńă ř-ěąěř ŋă łřăšůăľÿěň ŕşšĺ ĺğ i). Ďőłăęěň ¡šő.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ V(k) ňŋőęěśšćő ćśěţ ćěřÿĺŋ, řăśśšő£ŋĺě łőšőřżţ őš i (ć őŕĺśăŋŋőň śňżśńě) řăćŋő k. Ĺňěěš ňěśšő šăłőě śőőšŋőÿěŋĺě:

V(k + 1) = (łőŋűż řěąěř ś ŋăůăńăňĺ ć V(k)) \ (V(0) ∪ : : :: : : ∪ V(k))

Ďőłăęěň, ůšő ďń£ ń¿ąőčő k = 0; 1; 2 : : : ć ţőďě řăąőšż ŕřőčřăňňż ąşďěš šăłőľ ňőňěŋš (ŕőśńě őůěřěďŋőľ ĺšěřăűĺĺ űĺłńă while), łőčďă

ć őůěřěďĺ śšő£š ćśě ¡ńěňěŋšż V(k) ĺ šőńĳłő őŋĺ; ŋăŕěůăšăŋż ćśě ¡ńěňěŋšż V(0); : : :; V(k)

(Ďń£ k = 0 | ¡šő śőśšő£ŋĺě ŕěřěď űĺłńőň.) Řăśśşęďă£ ŕő ĺŋďşłűĺĺ, ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ć őůěřěďĺ śłőŕĺńĺśĳ ćśě ¡ńěňěŋšż V(k). Őŋĺ ąşďşš ŕřőśňăšřĺćăšĳś£ ć űĺłńě, ŕőłă ŋě łőŋůăšś£ (ŕőśłőńĳłş ŋőćżě ¡ńěňěŋšż ďőąăćń£¿šś£ ć łőŋěű, őŋĺ ŋě ŕěřěňěÿă¿šś£ śő śšăřżňĺ). Łőŋűż ćěďşźĺţ ĺğ ŋĺţ ř-ěąěř, ěśńĺ őŋĺ şęě ŋě ŋăŕěůăšăŋż, ŕěůăšă¿šś£ ĺ śšăć£šś£ ć őůěřěďĳ | šő ěśšĳ ćś-ě łăł ć ğăŕĺśăŋŋőň ćżÿě śőőšŋőÿěŋĺĺ ďń£ V(k + 1). Šăł ůšő łőčďă ćśě śšăřżě ¡ńěňěŋšż łőŋůăšś£, ć őůěřěďĺ ąşďşš śšő£šĳ ćśě ¡ńěňěŋšż V(k + 1).

Ŕőĺśł ć čńşąĺŋş.

Řăśśňăšřĺćă£ ŕőĺśł ć čńşąĺŋş, şďőąŋő ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ čřăť łăł őąřăğ ďěřěćă. Ąőńěě šőůŋő, ŕşśšĳ ěśšĳ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ čřăť, őďŋă ĺğ ćěřÿĺŋ łőšőřőčő ćżďěńěŋă. Ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ćśě ćěřÿĺŋż ďőśšşŕŋż ĺğ ćżďěńěŋŋőľ ŕő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżň ŕşš£ň. Ŕőśšřőĺň ďěřěćő, łőšőřőě ňőęŋő ążńő ąż ŋăğćăšĳ Àşŋĺćěřśăńĳŋżň ŋăłřżšĺěňÁ ŋăÿěčő čřăťă. Ěčő łőřŋěň ąşďěš ćżďěńěŋŋă£ ćěřÿĺŋă čřăťă. Ĺğ łőřŋ£ ćżţőď£š šě ęě śšřěńłĺ, ůšő ĺ ć čřăťě | ĺţ łőŋűż ąşďşš śżŋőćĳ£ňĺ łőřŋ£. Ĺğ ŋĺţ ć ďěřěćě ćżţőď£š šě ęě śšřěńłĺ, ůšő ĺ ć čřăťě ĺ šăł ďăńěě. Řăğŋĺűă ňěęďş čřăťőň ĺ ďěřěćőň ć šőň, ůšő ŕşšĺ ć čřăťě, ćěďşźĺě ć őďŋş ĺ šş ęě ćěřÿĺŋş, ć ďěřěćě ÀřăśłńěěŋżÁ. Ć ďřşčĺţ šěřňĺŋăţ: ćěřÿĺŋă ďěřěćă | ¡šő ŕşšĳ ć čřăťě, ćżţőď£źĺľ ĺğ łőřŋ£. Ě-ě śżŋőćĳ£ | ¡šő ŕşšĺ, ŕřőďőńęěŋŋżě ŋă őďŋő řěąřő. Ğăňěšĺň, ůšő ďěřěćő ąěśłőŋěůŋő, ěśńĺ ć čřăťě ěśšĳ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżě űĺłńż.

Ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ďěřěćă ć čřăť (ćěřÿĺŋ ć ćěřÿĺŋż). Ŕřĺ ¡šőň łăęďă£ ćěřÿĺŋă čřăťă ĺňěěš śšőńĳłő ŕřőőąřăğőć, śłőńĳłő ŕşšěľ ć ŋě-ě ćěďěš. Ŕő¡šőňş őąţőď ďěřěćă (ŕőśěźěŋĺě ěčő ćěřÿĺŋ ć šőň ĺńĺ ĺŋőň ŕőř£ďłě) őďŋőćřěňěŋŋő £ćń£ěšś£ ĺ őąţőďőň čřăťă | šőńĳłő łăęďă£ ćěřÿĺŋă ŕőśěźăěšś£ ňŋőčőłřăšŋő.

Ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ďń£ łăęďőľ ćěřÿĺŋż čřăťă ćżţőď£źĺě ĺğ ŋě-ě ř-ěąřă şŕőř£ďőůěŋż (ŋăŕřĺňěř, ŕřőŋşňěřőćăŋż). Šěň śăňżň ďń£ łăęďőľ ćěřÿĺŋż ďěřěćă ćżţőď£źĺě ĺğ ŋě-ě ř-ěąřă šăłęě şŕőř£ďőůěŋż. Ąşďěň őąţőďĺšĳ ďěřěćő šăł: śŋăůăńă łőřěŋĳ, ă ŕőšőň ŕőďďěřěćĳ£ (ć ŕőř£ďłě ćěďşźĺţ ć ŋĺţ ř-ěąěř). Šăłőľ őąţőď ďěřěćă řăśśňăšřĺćăńś£ ŋăňĺ ć čńăćě 7. Ěňş śőőšćěšśšćşěš őąţőď čřăťă. Ěśńĺ ćżłĺŋşšĳ ĺğ ¡šőčő őąţőďă ŕőćšőřŋżě ŕőśěźěŋĺ£ şęě ŕőśěź-ěŋŋżţ ćěřÿĺŋ, šő ŕőńşůĺšś£ šő, ůšő ŋăğżćăěšś£ Àŕőĺśł ć čńşąĺŋşÁ.

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ŋă ŕşš£ţ, ćżţőď£źĺţ ĺğ ćżďěńěŋŋőľ ćěřÿĺŋż, ććěď-ěň ŕőř£ďőł: ŕşšĳ ŕřěďÿěśšćşěš śćőěňş ŕřőďőńęěŋĺ¿; ěśńĺ ďćă ŕşšĺ řăśţőď£šś£ ć ŋěłőšőřőľ ćěřÿĺŋě, šő ňěŋĳÿĺň śůĺšăěšś£ šőš, łőšőřżľ ćżţőďĺš ĺğ ŋěě ŕő ňěŋĳÿěňş řěąřş. Ćěřÿĺŋż šěŕěřĳ şŕőř£ďőůĺćă¿šś£ ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ňĺŋĺňăńĳŋżňĺ ŕşš£ňĺ, ć ŋĺţ ćěďşźĺňĺ. Őąţőď ćěřÿĺŋ čřăťă ć şłăğăŋŋőň ŕőř£ďłě ŋăğżćăěšś£ ŕőĺśłőň ć čńşąĺŋş.

9.2.2. Ŋăŕĺśăšĳ ŕřőčřăňňş ŕőĺśłă ć čńşąĺŋş.

[Şłăğăŋĺě. Ćőğĳň-ěň ŕřőčřăňňş őąţőďă ďěřěćă (łőřěŋĳ → ńěćőě ŕőďďěřěćő → ŕřăćőě ŕőďďěřěćő) ĺğ čńăćż 7 ĺńĺ ĺğ čńăćż 8 ĺ ĺśŕőńĳğşěň ě-ě ŕřĺňěŋĺšěńĳŋő ł őąśšő£šěńĳśšćăň. Čńăćŋőě ĺğňěŋěŋĺě: ŋě ŋăďő ŕőśěźăšĳ ćěřÿĺŋż ŕőćšőřŋő. Šăł ůšő ěśńĺ ňż ŕőŕăńĺ ć şęě ŕőśěź-ěŋŋş¿ ćěřÿĺŋş, šő ňőęŋő ś ŋěľ ŋĺůěčő ŋě ďěńăšĳ. (Ěśńĺ ŕşšĳ ŋě ňĺŋĺňăńěŋ śřěďĺ ćěďşźĺţ ć ďăŋŋş¿ ćěřÿĺŋş, šő ĺ ćśě ěčő ŕřőďőńęěŋĺ£ ŋě ňĺŋĺňăńĳŋż | ĺţ ŕřőśňăšřĺćăšĳ ŋě ŋăďő).]

Ğăňěůăŋĺě. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ć čńăćě 8 şŕőňĺŋăńĺśĳ ďćě ćőğňőęŋőśšĺ şśšřăŋěŋĺ£ řěłşřśĺĺ ć ŕřőčřăňňě őąţőďă ďěřěćă (ś.155). Őąă ćăřĺăŋšă ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ďń£ ŕőĺśłă ć čńşąĺŋş.

Ŕőĺśł ć čńşąĺŋş ńěęĺš ć őśŋőćě ňŋőčĺţ ăńčőřĺšňőć ŋă čřăťăţ, ŕőřőľ ć ŋěśłőńĳłő ňőďĺťĺűĺřőćăŋŋőň ćĺďě.

9.2.3. Ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ čřăť ŋăğżćăěšś£ ďćşďőńĳŋżň, ěśńĺ ěčő ćěřÿĺŋż ňőęŋő řăśłřăśĺšĳ ć ďćă űćěšă šăł, ůšő łőŋűż ń¿ąőčő řěąřă | řăğŋőčő űćěšă. Śőśšăćĺšĳ ăńčőřĺšň ŕřőćěřłĺ, £ćń£ěšś£ ńĺ ğăďăŋŋżľ čřăť ďćşďőńĳŋżň, ć łőšőřőň ůĺśńő ďěľśšćĺľ ŋě ŕřěćőśţőďĺš C·(ůĺśńő ř-ěąěř+ůĺśńő ćěřÿĺŋ).

[Şłăğăŋĺě. (ă) Łăęďş¿ ść£ğŋş¿ łőňŕőŋěŋšş ňőęŋő řăśłřăÿĺćăšĳ őšďěńĳŋő. (ą) Ćżąřăć űćěš őďŋőľ ćěřÿĺŋż ĺ őąţőď£ ěě ść£ğŋş¿ łőňŕőŋěŋšş, ňż őŕřěďěń£ěň ěďĺŋśšćěŋŋő ćőğňőęŋżľ űćěš őśšăńĳŋżţ.]

Ğăňěůăŋĺě. Ć ¡šőľ ğăďăůě ąěğřăğńĺůŋő, ŕřőĺğćőďĺšĳ ŕőĺśł ć ÿĺřĺŋş ĺńĺ ć čńşąĺŋş.

9.2.4. Śőśšăćĺšĳ ŋěřěłşřśĺćŋżľ ăńčőřĺšň šőŕőńőčĺůěśłőľ śőřšĺřőćłĺ őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő čřăťă ąěğ űĺłńőć. (Řěłşřśĺćŋżľ ăńčőřĺšň śňőšřĺ ŋă ś. 139.)

Řěÿěŋĺě. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő čřăť ĺňěěš ćěřÿĺŋż ś ŋőňěřăňĺ 1 : : :n, ďń£ łăęďőľ ćěřÿĺŋż i ĺğćěśšŋő ůĺśńő num[i] ćżţőď£źĺţ ĺğ ŋě-ě ř-ěąěř ĺ ŋőňěřă ćěřÿĺŋ dest[i][1]; : : :; dest[i][num[i]], ć łőšőřżě ¡šĺ ř-ěąřă ćěďşš. Ąşďěň şśńőćŋő śůĺšăšĳ, ůšő ř-ěąřă ŕěřěůĺśńěŋż Àśńěćă ŋăŕřăćőÁ: ńěćěě šő řěąřő, ş łőšőřőčő ŋőňěř ňěŋĳÿě. Ŋăň ŋăďő ŋăŕěůăšăšĳ ćśě ćěřÿĺŋż ć šăłőň ŕőř£ďłě, ůšőąż łőŋěű ń¿ąőčő řěąřă ążń ŋăŕěůăšăŋ ŕěřěď ěčő ŋăůăńőň. Ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő ć čřăťě ŋěš őřĺěŋšĺřőćăŋŋżţ űĺłńőć | ĺŋăůě šăłőě ŋěćőğňőęŋő.

Ďń£ ŋăůăńă ďőąăćĺň ł čřăťş ćěřÿĺŋş 0, ĺğ łőšőřőľ řěąřă ćěďşš ć ćěřÿĺŋż 1; : : :; n. Ěśńĺ ě-ě şďăśšś£ ŋăŕěůăšăšĳ ś śőąń¿ďěŋĺěň ŕřăćĺń, šő šěň śăňżň ćśě ćěřÿĺŋż ąşďşš ŋăŕěůăšăŋż.

Ăńčőřĺšň ţřăŋĺš ŕşšĳ, ćżţőď£źĺľ ĺğ ŋşńěćőľ ćěřÿĺŋż ĺ ĺďşźĺľ ŕő ř-ěąřăň čřăťă. Ŕěřěňěŋŋă£ l őšćőďĺšś£ ďń£ ďńĺŋż ¡šőčő ŕşšĺ. Ŕşšĳ őąřăğőćăŋ ćěřÿĺŋăňĺ vert[1] : : :vert[l] ĺ ř-ěąřăňĺ, ĺňě¿źĺňĺ ŋőňěřă edge[1] : : :edge[l]. Ŋőňěř edge[s] őšŋőśĺšś£ ł ŋşňěřăűĺĺ ř-ěąěř, ćżţőď£źĺţ ĺğ ćěřÿĺŋż vert[s]. Šěň śăňżň ďń£ ćśěţ s ďőńęŋż ćżŕőńŋ£šĳś£ ŋěřăćěŋśšćő edge[s] 6 num[vert[s]]

ĺ řăćěŋśšćő

vert[s+1] = dest [vert[s]][edge[s]]:

Ğăňěšĺň, ůšő łőŋěű ŕőśńěďŋěčő řěąřă ŋăÿěčő ŕşšĺ (šő ěśšĳ ćěřÿĺŋă dest[vert[l]][edge[l]], ŋě ćłń¿ůăěšś£ ć ňăśśĺć vert. Łřőňě šőčő, ďń£ ŕőśńěďŋěčő řěąřă ňż ďěńăěň ĺśłń¿ůěŋĺě, řăğřěÿă£ ěňş şłăğżćăšĳ Àć ŕşśšőšşÁ, š. ě. řăğřěÿăěň edge[l] řăćŋ£šĳś£ num[vert[l]]+1.

Ć ŕřőűěśśě řăąőšż ăńčőřĺšň ąşďěš ŕěůăšăšĳ ŋőňěřă ćěřÿĺŋ, ŕřĺ ¡šőň śőąń¿ďă£ šřěąőćăŋĺě Àćěřÿĺŋă ŋăŕěůăšăŋă šőńĳłő ŕőśńě šěţ ćěřÿĺŋ, ć łőšőřżě ĺğ ŋě-ě ćěďşš ř-ěąřăÁ. Łřőňě šőčő, ąşďěš ćżŕőńŋ£šĳś£ šăłőě šřěąőćăŋĺě (Ĺ):

ćěřÿĺŋż ŕşšĺ, łřőňě ŕőśńěďŋěľ (vert[1]: : : vert[l]) ŋě ŋăŕěůăšăŋż, ŋő śćěřŋşć ś ŕşšĺ ŋăńěćő, ňż ŋěňěďńěŋŋő şŕĺřăěňś£ ć ŋăŕěůăšăŋŋş¿ ćěřÿĺŋş

Ćőš ůšő ŕőńşůăěšś£:

l:=1; vert[1]:=0; edge[1]:=1;

while not( (l=1) and (edge[1]=n+1)) do begin if edge[l]=num[vert[l]]+1 then begin {ŕşšĳ łőŋůăěšś£ ć ŕşśšőšě, ŕő¡šőňş ćśě ćěřÿĺŋż, śńěďş¿źĺě ğă vert[l], ŋăŕěůăšăŋż - ňőęŋő ŕěůăšăšĳ vert[l]} writeln (vert[l]);

l:=l-1; edge[l]:=edge[l]+1; end else begin

{edge[l] <= num[vert[l]], ŕşšĳ łőŋůăěšś£ ć ćěřÿĺŋě} lastvert:= dest[vert[l]][edge[l]]; {ŕőśńěďŋ££} if lastvert ŋăŕěůăšăŋă then begin

edge[l]:=edge[l]+1; end else begin

l:=l+1; vert[l]:=lastvert; edge[l]:=1; end;

end; end;

{ŕşšĳ śřăğş ęě ćěďěš ć ŕşśšőšş, ŕő¡šőňş ćśě ćěřÿĺŋż ńěćěě, šő ěśšĳ 1..n, ŋăŕěůăšăŋż}

9.2.5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ć čřăťě ŋěš űĺłńőć, šő ¡šőš ăńčőřĺšň ğăłăŋůĺćăěš řăąőšş.

Řěÿěŋĺě. Ŕşśšĳ ¡šő ŋě šăł. Łăęďă£ ćěřÿĺŋă ňőęěš ŕěůăšăšĳś£ šőńĳłő őďĺŋ řăğ, šăł ůšő ś ŋěłőšőřőčő ňőňěŋšă ćěřÿĺŋż ŋě ŕěůăšă¿šś£. Ć čřăťě ąěğ űĺłńőć ďńĺŋă ŕşšĺ őčřăŋĺůěŋă (ćěřÿĺŋă ŋě ňőęěš ćţőďĺšĳ ć ŕşšĳ ďćăęďż), ŕő¡šőňş ŕőďőęďăć ěź-ě, ňż ňőęěň ďőęďăšĳś£ ňőňěŋšă, ŕőśńě łőšőřőčő ŕşšĳ ŋě şďńĺŋ£ěšś£. Ŕőśńě ¡šőčő ňőęěš řăğćě ůšő şćěńĺůĺćăšĳś£ edge[l] | ŋő ĺ ¡šő ŋě ąěśŕřěďěńĳŋő.

9.2.6. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćřěň£ řăąőšż ¡šőčő ăńčőřĺšňă ŋě ŕřěćőśţőďĺš O(ůĺśńő ćěřÿĺŋ + ůĺśńő ř-ěąěř).

9.2.7. Łăł ňőďĺťĺűĺřőćăšĳ ăńčőřĺšň šăł, ůšőąż őŋ őšżśłĺćăń őďĺŋ ĺğ űĺłńőć, ěśńĺ šăłőćżě ĺňě¿šś£, ĺ ŕřőĺğćőďĺń šőŕőńőčĺůěśłş¿ śőřšĺřőćłş, ěśńĺ űĺłńőć ŋěš?

10. Śőŕőśšăćńěŋĺě ś őąřăğűőň

10.1. Ŕřőśšěľÿĺľ ŕřĺňěř

10.1.1. Ĺňěěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śĺňćőńőć x[1] : : :x[n]. Őŕřěďěńĺšĳ, ĺňě¿šś£ ńĺ ć ŋěľ ĺďşźĺě ďřşč ğă ďřşčőň śĺňćőńż abcd. (Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, šřěąşěšś£ ćż£śŋĺšĳ, ěśšĳ ńĺ ć śńőćě x[1] : : :x[n] ŕőďśńőćő abcd.)

Řěÿěŋĺě. Ĺňěěšś£ ŕřĺňěřŋő n (ěśńĺ ążšĳ šőůŋżň, n-3) ŕőğĺűĺľ, ŋă łőšőřżţ ňőęěš ŋăţőďĺšĳś£ ĺśłőňőě ŕőďśńőćő ć ĺśţőďŋőň śńőćě. Ďń£ łăęďőľ ĺğ ŕőğĺűĺľ ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ďěľśšćĺšěńĳŋő ńĺ šăň őŋő ŋăţőďĺšś£, śřăćŋĺć ůěšżřě śĺňćőńă. Őďŋăłő ěśšĳ ąőńěě ¡ťťěłšĺćŋżľ śŕőśőą. Ůĺšă£ śńőćő x[1] : : :x[n] śńěćă ŋăŕřăćő, ňż őęĺďăěň ŕő£ćńěŋĺ£ ąşłćż a. Łăł šőńĳłő őŋă ŕő£ćĺńăśĳ, ňż ĺźěň ğă ŋěľ ąşłćş b, ğăšěň c, ĺ, ŋăłőŋěű, d. Ěśńĺ ŋăÿĺ őęĺďăŋĺ£ őŕřăćďżćă¿šś£, šő śńőćő abcd őąŋăřşęěŋő. Ěśńĺ ęě łăłă£-šő ĺğ ŋşęŋżţ ąşłć ŋě ŕő£ćń£ěšś£, ňż őłăğżćăěňś£ ş řăğąĺšőčő łőřżšă ĺ ŋăůĺŋăěň ćś-ě śŋăůăńă.

İšőš ŕřőśšőľ ăńčőřĺšň ňőęŋő őŕĺśăšĳ ć řăğŋżţ šěřňĺŋăţ. Ĺśŕőńĳğş£ šěřňĺŋőńőčĺ¿ šăł ŋăğżćăěňżţ łőŋěůŋżţ ăćšőňăšőć, ňőęŋő śłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ůšěŋĺĺ śńőćă x śńěćă ŋăŕřăćő ňż ć łăęďżľ ňőňěŋš ŋăţőďĺňś£ ć őďŋőň ĺğ śńěďş¿źĺţ śőśšő£ŋĺľ: ÀŋăůăńĳŋőěÁ (0), Àśřăğş ŕőśńě aÁ(1), Àśřăğş ŕőśńě abÁ (2), Àśřăğş ŕőśńě abcÁ (3) ĺ Àśřăğş ŕőśńě abcdÁ (4). Ůĺšă£ őůěřěďŋş¿ ąşłćş, ňż ŕěřěţőďĺň ć śńěďş¿źěě śőśšő£ŋĺě ŕő ŕřăćĺńş

Šěłşźěě Őůěřěďŋă£ Ŋőćőě śőśšő£ŋĺě ąşłćă śőśšő£ŋĺě 0 a 1 0 łřőňě a 0 1 b 2 1 a 1 1 łřőňě a,b 0 2 c 3 2 a 1 2 łřőňě a,c 0 3 d 4 3 a 1 3 łřőňě a,d 0

10.1. Ŕřőśšěľÿĺľ ŕřĺňěř 171

Łăł šőńĳłő ňż ŕőŕăďěň ć śőśšő£ŋĺě 4, řăąőšă ğăłăŋůĺćăěšś£.

ŋăůăńő 0 1 2 3 4

//ØŒøÆ* )(_{≠a}oo^{OO a //}

ØŒøÆ)*a+^{oo}fflffl_{b//}* ) (_{≠a;b}oo^{OO}

ØŒøÆ)*a

+ oo_{fflffl c//} * ) (_{≠a;c}oo

OO ØŒøÆ)*a

+ oo

fflffl d //* ) (_{≠a;d}oo

OO ØŒøÆ̊ˇ̄˘

Śőőšćěšśšćş¿źă£ ŕřőčřăňňă őůěćĺďŋă (ňż şłăğżćăěň ŋőćőě śőśšő£ŋĺě, ďăęě ěśńĺ őŋő śőćŕăďăěš śő śšăřżň; ¡šĺ śšřőłĺ ňőęŋő őŕşśšĺšĳ):

i:=1; state:=0;

{i - ŕěřćă£ ŋěŕřőůĺšăŋŋă£ ąşłćă, state - śőśšő£ŋĺě} while (i <> n+1) and (state <> 4) do begin if state = 0 then begin

if x[i] = a then begin

state:= 1;

end else begin

state:= 0; end;

end else if state = 1 then begin if x[i] = b then begin

state:= 2;

end else if x[i] = a then begin state:= 1;

end else begin

state:= 0; end;

end else if state = 2 then begin if x[i] = c then begin

state:= 3;

end else if x[i] = a then begin state:= 1;

end else begin

state:= 0; end;

end else if state = 3 then begin if x[i] = d then begin

state:= 4;

end else if x[i] = a then begin state:= 1;

end else begin

state:= 0; end;

end; end;

answer := (state = 4);

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ňż ć łăęďżľ ňőňěŋš ţřăŋĺň ĺŋťőřňăűĺ¿ ő šőň, łăłőě ňăłśĺňăńĳŋőě ŋăůăńő ŋăÿěčő őąřăğűă abcd £ćń£ěšś£ łőŋűőň ŕřőůĺšăŋŋőľ ůăśšĺ. (Ěčő ďńĺŋă ĺ ěśšĳ šő Àśőśšő£ŋĺěÁ, ő łőšőřőň ÿńă řěůĳ.)

Šěřňĺŋőńőčĺ£, ŋăňĺ ĺśŕőńĳğşěňă£, šăłőćă. Śńőćő | ¡šő ń¿ąă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śĺňćőńőć ĺğ ŋěłőšőřőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő łőŋěůŋőčő ňŋőęěśšćă. İšő ňŋőęěśšćő ŋăğżćăěšś£ ăńťăćĺšőň, ěčő ¡ńěňěŋšż | ąşłćăňĺ. Ěśńĺ őšąřőśĺšĳ ŋěśłőńĳłő ąşłć ś łőŋűă śńőćă, őśšăŋěšś£ ďřşčőě śńőćő, ŋăğżćăěňőě ŋăůăńőň ŕěřćőčő. Ń¿ąőě śńőćő šăłęě śůĺšăěšś£ śćőĺň ŋăůăńőň. Łőŋěű śńőćă | šő, ůšő őśšăŋěšś£, ěśńĺ őšąřőśĺšĳ ŋěśłőńĳłő ŕěřćżţ ąşłć. Ń¿ąőě śńőćő śůĺšăěšś£ śćőĺň łőŋűőň. Ŕőďśńőćő | šő, ůšő őśšăŋěšś£, ěśńĺ őšąřőśĺšĳ ąşłćż ĺ ś ŋăůăńă, ĺ ś łőŋűă. (Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ŕőďśńőćă | ¡šő łőŋűż ŋăůăń, ĺńĺ, ůšő šő ęě, ŋăůăńă łőŋűőć.)

Ć šěřňĺŋăţ ĺŋďşłšĺćŋżţ ťşŋłűĺľ (śň. řăğďěń 1.3) śĺšşăűĺ¿ ňőęŋő őŕĺśăšĳ šăł: řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ ŋă śńőćăţ, łőšőřă£ ŕřĺŋĺňăěš ďćă ğŋăůěŋĺ£ ÀĺśšĺŋăÁ ĺ ÀńőęĳÁ ĺ ĺśšĺŋŋă ŋă śńőćăţ, ĺňě¿źĺţ abcd śćőĺň ŕőďśńőćőň. İšă ťşŋłűĺ£ ŋě £ćń£ěšś£ ĺŋďşłšĺćŋőľ, ŋő ĺňěěš ĺŋďşłšĺćŋőě řăśÿĺřěŋĺě

x → ďńĺŋă ňăłśĺňăńĳŋőčő ŋăůăńă śńőćă abcd, £ćń£¿źěčőś£ łőŋűőň x

10.2. Ŕőćšőřěŋĺ£ ć őąřăğűě | ĺśšőůŋĺł ŕřőąńěň

10.2.1. Ňőęŋő ńĺ ć ŕřěďżďşźĺţ řăśśşęďěŋĺ£ţ ğăňěŋĺšĳ śńőćő abcd ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőě śńőćő?

10.2. Ŕőćšőřěŋĺ£ ć őąřăğűě | ĺśšőůŋĺł ŕřőąńěň 173

Řěÿěŋĺě. Ŋěš, ĺ ŕřőąńěňż ść£ğăŋż ś šěň, ůšő ć őąřăğűě ňőčşš ążšĳ ŕőćšőř£¿źĺěś£ ąşłćż. Ŕşśšĳ, ŋăŕřĺňěř, ňż ĺźěň ćţőęďěŋĺ£ śńőćă ababc. Ćőš ŕő£ćĺńăśĳ ąşłćă a, ğă ŋěľ ĺďěš b, ğă ŋěľ ĺďěš a, ğăšěň śŋőćă b. Ć ¡šőš ňőňěŋš ňż ś ŋěšěřŕěŋĺěň ęďěň ąşłćż c. Őďŋăłő | ł ŋăÿěňş řăğőůăřőćăŋĺ¿ | ćňěśšő ŋěě ŕő£ćń£ěšś£ ďřşčă£ ąşłćă, ĺ ŋăÿ őąřăğěű ababc ŋě őąŋăřşęěŋ. Őďŋăłő ŋăś ňőęěš őęĺďăšĳ şšěÿĺšěńĳŋżľ ŕřĺğ: ěśńĺ ćňěśšő c ŕő£ćĺńăśĳ ąşłćă a, šő ŋě ćś-ě ŕőšěř£ŋő: ğă ŋěľ ňőčşš ŕőśńěďőćăšĳ ąşłćż b ĺ c, ĺ őąřăğěű-šăłĺ ąşďěš ŋăľďěŋ.

Ćőš łăřšĺŋłă, ŕő£śŋ£¿źă£ śłăğăŋŋőě:

x y z a b a b a b c : : : ← ćţőďŋőě śńőćő a b a b c ← ňż ęďăńĺ őąřăğűă ğďěśĳ a b a b c ← ă őŋ őłăğăńś£ ğďěśĳ

Šăłĺň őąřăğőň, ł ňőňěŋšş

x y z a b a b ← ćţőďŋőě śńőćő a b a b c ← ňż ęďăńĺ őąřăğűă ğďěśĳ a b a b c ← ă őŋ őłăğăńś£ ğďěśĳ

ěśšĳ ďćă ćőğňőęŋżţ ŕőńőęěŋĺ£ őąřăğűă, łăęďőě ĺğ łőšőřżţ ŕőďńěęĺš ŕřőćěřłě. Šěň ŋě ňěŋěě ŕő-ŕřěęŋěňş ćőğňőęěŋ łőŋěůŋżľ ăćšőňăš, ůĺšă¿źĺľ ćţőďŋőě śńőćő ąşłćă ğă ąşłćőľ ĺ ŕěřěţőď£źĺľ ĺğ śőśšő£ŋĺ£ ć śőśšő£ŋĺě ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ŕřőůĺšăŋŋżţ ąşłć.

10.2.2. Şłăğăšĳ śőśšő£ŋĺ£ śőőšćěšśšćş¿źěčő ăćšőňăšă ĺ šăąńĺűş ŕěřěţőďă (ŋőćőě śőśšő£ŋĺě ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš śšăřőčő ĺ ůĺšăěňőľ ąşłćż).

Řěÿěŋĺě. Ŕő-ŕřěęŋěňş śőśšő£ŋĺ£ ąşďşš śőőšćěšśšćőćăšĳ ŋăĺąőńĳÿěňş ŋăůăńş őąřăğűă, £ćń£¿źěňşś£ łőŋűőň ŕřőůĺšăŋŋőľ ůăśšĺ śńőćă. Ĺţ ąşďěš ÿěśšĳ: 0, 1 (a), 2 (ab), 3 (aba), 4 (abab), 5 (ababc). Šăąńĺűă ŕěřěţőďă:

Šěłşźěě Őůěřěďŋă£ Ŋőćőě śőśšő£ŋĺě ąşłćă śőśšő£ŋĺě 0 a 1 (a) 0 łřőňě a 0 1 (a) b 2 (ab) 1 (a) a 1 (a) 1 (a) łřőňě a,b 0 2 (ab) a 3 (aba) 2 (ab) łřőňě a 0 3 (aba) b 4 (abab) 3 (aba) a 1 (a) 3 (aba) łřőňě a,b 0 4 (abab) c 5 (ababc) 4 (abab) a 3 (aba) 4 (abab) łřőňě a,c 0

Ďń£ ŕřőćěřłĺ ŕőśňőšřĺň, ł ŕřĺňěřş, ŋă ćšőřş¿ śŋĺğş śšřőłş. Ěśńĺ ŕřőůĺšăŋŋă£ ůăśšĳ łőŋůăńăśĳ ŋă abab, ă ğăšěň ŕő£ćĺńăśĳ ąşłćă a, šő šěŕěřĳ ŕřőůĺšăŋŋă£ ůăśšĳ łőŋůăěšś£ ŋă ababa. Ŋăĺąőńĳÿěě ŋăůăńő őąřăğűă (ababc), £ćń£¿źěěś£ ě-ě łőŋűőň | ¡šő aba.

Ťĺńőśőťśłĺľ ćőŕřőś: ňż čőćőřĺńĺ, ůšő šřşďŋőśšĳ śőśšőĺš ć šőň, ůšő ěśšĳ ŋěśłőńĳłő ćőğňőęŋżţ ŕőńőęěŋĺľ őąřăğűă, łăęďőě ĺğ łőšőřżţ ňőęěš őłăğăšĳś£ ĺśšĺŋŋżň. Ĺň śőőšćěšśšćş¿š ŋěśłőńĳłő ŋăůăń őąřăğűă, £ćń£¿- źĺţś£ łőŋűăňĺ ćţőďŋőčő śńőćă. Ŋő łőŋěůŋżľ ăćšőňăš ŕőňŋĺš ńĺÿĳ śăňőě ďńĺŋŋőě ĺğ ŋĺţ. Łăł ęě őśšăńĳŋżě?

Ťĺńőśőťśłĺľ őšćěš. Ďěńő ć šőň, ůšő śăňőě ďńĺŋŋőě ĺğ ŋĺţ őŕřěďěń£ěš ćśě őśšăńĳŋżě | ¡šő ěčő łőŋűż, őďŋőćřěňěŋŋő £ćń£¿źĺěś£ ěčő ŋăůăńăňĺ.

Ŋě śőśšăćń£ěš šřşďă ďń£ ń¿ąőčő łőŋłřěšŋőčő őąřăğűă ŋăŕĺśăšĳ ŕřőčřăňňş, őśşźěśšćń£¿źş¿ ŕőĺśł ¡šőčő őąřăğűă őŕĺśăŋŋżň śŕőśőąőň. Őďŋăłő ţőšěńőśĳ ąż ŋăŕĺśăšĳ ŕřőčřăňňş, łőšőřă£ ĺźěš ŕřőĺğćőńĳŋżľ őąřăğěű ć ŕřőĺğćőńĳŋőň śńőćě. İšő ňőęŋő ďěńăšĳ ć ďćă ¡šăŕă: śŋăůăńă ŕő őąřăğűş śšřőĺšś£ šăąńĺűă ŕěřěţőďőć łőŋěůŋőčő ăćšőňăšă, ă ğăšěň ůĺšăěšś£ ćţőďŋőě śńőćő ĺ śőśšő£ŋĺě ŕřěőąřăğşěšś£ ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ¡šőľ šăąńĺűěľ. Ŕőďőąŋżľ ňěšőď ůăśšő ĺśŕőńĳğşěšś£ ďń£ ąőńěě śńőęŋżţ ğăďăů ŕőĺśłă (śň. ďăńěě),

10.3. Ćśŕőňőčăšěńĳŋżě şšćěřęďěŋĺ£ 175

ŋő ďń£ ŕőĺśłă ŕőďśńőćă śşźěśšćşěš ąőńěě ŕřőśšőľ ĺ ¡ťťěłšĺćŋżľ ăńčőřĺšň, ŋăğżćăěňżľ ăńčőřĺšňőň Łŋşšă{Ňőřřĺśă{Ŕřăššă. (Řăŋěě śţőďŋżě ĺďěĺ ążńĺ ŕřěďńőęěŋż đ.Ć. Ňăšĺ£śěćĺůěň.) Ŋő ŕřěęďě ŋăň ŕőŋăďőą£šś£ ŋěłőšőřżě ćśŕőňőčăšěńĳŋżě şšćěřęďěŋĺ£.

10.3. Ćśŕőňőčăšěńĳŋżě şšćěřęďěŋĺ£

Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő śńőćă X řăśśňőšřĺň ćśě ěčő ŋăůăńă, őďŋőćřěňěŋŋő £ćń£¿źĺěś£ ěčő łőŋűăňĺ, ĺ ćżąěřěň ĺğ ŋĺţ śăňőě ďńĺŋŋőě. (Ŋě śůĺšă£, łőŋěůŋő, śăňőčő śńőćă X.) Ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ěčő l(X).

Ŕřĺňěřż: l(aba) = a, l(abab) = ab, l(ababa) = aba, l(abc) = ŕşśšőě śńőćő.

10.3.1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćśě śńőćă l(X), l(l(X)), l(l(l(X))) ĺ š.ď. £ćń£¿šś£ ŋăůăńăňĺ śńőćă X.

Řěÿěŋĺě. Łăęďőě ĺğ ŋĺţ (śőčńăśŋő őŕřěďěńěŋĺ¿) £ćń£ěšś£ ŋăůăńőň ŕřěďżďşźěčő.

Ŕő šőľ ęě ŕřĺůĺŋě ćśě őŋĺ £ćń£¿šś£ łőŋűăňĺ śńőćă X.

10.3.2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ őąřżćăěšś£ (ŋă ŕşśšőň śńőćě).

Řěÿěŋĺě. Łăęďőě śńőćő łőřőůě ŕřěďżďşźěčő.

10.3.3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąőě śńőćő, őďŋőćřěňěŋŋő £ćń£¿źěěś£ ŋăůăńőň ĺ łőŋűőň śńőćă X (łřőňě śăňőčő X) ćţőďĺš ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ l(X); l(l(X)); : : :

Řěÿěŋĺě. Ŕşśšĳ śńőćő Y ěśšĳ őďŋőćřěňěŋŋő ŋăůăńő ĺ łőŋěű X. Śńőćő l(X) | śăňőě ďńĺŋŋőě ĺğ šăłĺţ śńőć, šăł ůšő Y ŋě ďńĺŋŋěě l(X). Őąă ¡šĺ śńőćă £ćń£¿šś£ ŋăůăńăňĺ X, ŕő¡šőňş ąőńěě łőřőšłőě ĺğ ŋĺţ £ćń£ěšś£ ŋăůăńőň ąőńěě ďńĺŋŋőčő: Y ěśšĳ ŋăůăńő l(X). Ăŋăńőčĺůŋő, Y ěśšĳ łőŋěű l(X). Řăśśşęďă£ ŕő ĺŋďşłűĺĺ, ňőęŋő ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő şšćěřęďěŋĺě ğăďăůĺ ćěřŋő ďń£ ćśěţ śńőć łőřőůě X, ć ůăśšŋőśšĺ, ďń£ śńőćă l(X). Šăł ůšő śńőćő Y, £ćń£¿źěěś£ łőŋűőň ĺ ŋăůăńőň l(X), ńĺąő řăćŋő l(X), ńĺąő ćţőďĺš ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ l(l(X)); l(l(l(X))),: : :, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ.

10.4. Ăńčőřĺšň Łŋşšă{Ňőřřĺśă{Ŕřăššă

Ăńčőřĺšň Łŋşšă{Ňőřřĺśă{Ŕřăššă (ŁŇŔ) ŕőńşůăěš ŋă ćţőď śńőćő

X = x[1]x[2] : : :x[n]

ĺ ŕřőśňăšřĺćăěš ěčő śńěćă ŋăŕřăćő ąşłćă ğă ąşłćőľ, ğăŕőńŋ££ ŕřĺ ¡šőň ňăśśĺć ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń l[1] : : :l[n], čďě

l[i] = ďńĺŋă śńőćă l(x[1] : : :x[i])

(ťşŋłűĺ£ l őŕřěďěńěŋă ć ŕřěďżďşźěň ŕşŋłšě). Śńőćăňĺ: l[i] ěśšĳ ďńĺŋă ŋăĺąőńĳÿěčő ŋăůăńă śńőćă x[1] : : : x[i], őďŋőćřěňěŋŋő £ćń£¿źěčőś£ ěčő łőŋűőň.

10.4.1. Łăłőě őšŋőÿěŋĺě ćś-ě ¡šő ĺňěěš ł ŕőĺśłş ŕőďśńőćă? Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, łăł ĺśŕőńĳğőćăšĳ ăńčőřĺšň ŁŇŔ ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ šőčő, £ćń£ěšś£ ńĺ śńőćő A ŕőďśńőćőň śńőćă B?

Řěÿěŋĺě. Ŕřĺňěŋĺň ăńčőřĺšň ŁŇŔ ł śńőćş A#B, čďě # | śŕěűĺăńĳŋă£ ąşłćă, ŋě ćśšřěůă¿źă£ś£ ŋĺ ć A, ŋĺ ć B. Śńőćő A £ćń£ěšś£ ŕőďśńőćőň śńőćă B šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śřěďĺ ůĺśěń ć ňăśśĺćě l ąşďěš ůĺśńő, řăćŋőě ďńĺŋě śńőćă A.

10.4.2. Őŕĺśăšĳ ăńčőřĺšň ğăŕőńŋěŋĺ£ šăąńĺűż l[1] : : :l[n]. Řěÿěŋĺě. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŕěřćżě i ğŋăůěŋĺľ l[1] : : :l[i] şęě ŋăľďěŋż. Ňż ůĺšăěň őůěřěďŋş¿ ąşłćş śńőćă (š.ě. x[i+1]) ĺ ďőńęŋż ćżůĺśńĺšĳ l[i+1].

1 i i+1 şęě ŕřőůĺšăŋŋă£ ůăśšĳ x Z Z Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ŋăś ĺŋšěřěśş¿š ŋăůăńă Z śńőćă x[1] : : : x[i+1], őďŋőćřěňěŋŋő £ćń£¿źĺěś£ ěčő łőŋűăňĺ | ĺğ ŋĺţ ŋăň ŋăďő ćżąřăšĳ śăňőě ďńĺŋŋőě. Őšłşďă ąěřşšś£ ¡šĺ ŋăůăńă? Łăęďőě ĺğ ŋĺţ (ŋě śůĺšă£ ŕşśšőčő) ŕőńşůăěšś£ ĺğ ŋěłőšőřőčő śńőćă Z^′ ŕřĺŕĺśżćăŋĺěň ąşłćż x[i+1]. Śńőćő

10.4. Ăńčőřĺšň Łŋşšă{Ňőřřĺśă{Ŕřăššă 177

Z^′ £ćń£ěšś£ ŋăůăńőň ĺ łőŋűőň śńőćă x[1] : : :x[i]. Őďŋăłő ŋě ń¿ąőě śńőćő, £ćń£¿źěěś£ ŋăůăńőň ĺ łőŋűőň śńőćă x[1] : : :x[i], čőďĺšś£ | ŋăďő, ůšőąż ğă ŋĺň śńěďőćăńă ąşłćă x[i+1].

Ŕőńşůăěň šăłőľ řěűěŕš őšżśłăŋĺ£ śńőćă Z. Řăśśňőšřĺň ćśě ŋăůăńă śńőćă x[1] : : :x[i], £ćń£¿źĺěś£ őďŋőćřěňěŋŋő ěčő łőŋűăňĺ. Ĺğ ŋĺţ ćżąěřěň ŕőďţőď£źĺě | šě, ğă łőšőřżňĺ ĺďěš ąşłćă x[i+1]. Ĺğ ŕőďţőď£źĺţ ćżąěřěň śăňőě ďńĺŋŋőě. Ŕřĺŕĺśăć ć ěčő łőŋěű x[i+1], ŕőńşůĺň ĺśłőňőě śńőćő Z.

Šěŕěřĳ ŕőřă ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ śďěńăŋŋżňĺ ŋăňĺ ŕřĺčőšőćńěŋĺ£ňĺ ĺ ćśŕőňŋĺšĳ, ůšő ćśě śńőćă, £ćń£¿źĺěś£ őďŋőćřěňěŋŋő ŋăůăńăňĺ ĺ łőŋűăňĺ ďăŋŋőčő śńőćă, ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ŕőćšőřŋżňĺ ŕřĺňěŋěŋĺ£ňĺ ł ŋěňş ťşŋłűĺĺ l ĺğ ŕřěďżďşźěčő řăğďěńă. Ćőš ůšő ŕőńşůăěšś£:

i:=1; l[1]:= 0;

{šăąńĺűă l[1]..l[i] ğăŕőńŋěŋă ŕřăćĺńĳŋő} while i <> n do begin

len := l[i] {len - ďńĺŋă ŋăůăńă śńőćă x[1]..x[i], łőšőřőě £ćń£ěšś£ ěčő łőŋűőň; ćśě ąőńěě ďńĺŋŋżě ŋăůăńă őłăğăńĺśĳ ŋěŕőďţőď£źĺňĺ} while (x[len+1] <> x[i+1]) and (len > 0) do begin {ŋăůăńő ŋě ŕőďţőďĺš, ŕřĺňěŋ£ěň ł ŋěňş ťşŋłűĺ¿ l} len := l[len];

end;

{ŋăÿńĺ ŕőďţőď£źěě ĺńĺ şąěďĺńĺśĳ ć őšśşšśšćĺĺ} if x[len+1] = x[i+1] do begin

{x[1]..x[len] - śăňőě ďńĺŋŋőě ŕőďţőď£źěě ŋăůăńő} l[i+1] := len+1;

end else begin

{ŕőďţőď£źĺţ ŋěš} l[i+1] := 0;

end;

i := i+1; end;

10.4.3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő ďěľśšćĺľ ć ŕřĺćěď-ěŋŋőň šőńĳłő ůšő ăńčőřĺšňě ŋě ŕřěćőśţőďĺš Cn ďń£ ŋěłőšőřőľ łőŋśšăŋšż C.

Řěÿěŋĺě. İšő ŋě ćŕőńŋě őůěćĺďŋő: őąřăąőšłă łăęďőľ őůěřěďŋőľ ąşłćż ňőęěš ŕőšřěąőćăšĳ ňŋőčĺţ ĺšěřăűĺľ ćő ćŋşšřěŋŋěň űĺłńě. Őďŋăłő łăęďă£ šăłă£ ĺšěřăűĺ£ şňěŋĳÿăěš len ŕő łřăľŋěľ ňěřě ŋă 1, ĺ ć ¡šőň śńşůăě l[i+1] őłăęěšś£ ğăňěšŋő ňěŋĳÿě l[i]. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕřĺ şćěńĺůěŋĺĺ i ŋă ěďĺŋĺűş ćěńĺůĺŋă l[i] ňőęěš ćőğřăśšĺ ŋě ąőńěě ůěň ŋă 1, šăł ůšő ůăśšő ĺ śĺńĳŋő şążćăšĳ őŋă ŋě ňőęěš | ĺŋăůě şążćăŋĺě ŋě ąşďěš śłőňŕěŋśĺřőćăŋő ćőğřăśšăŋĺěň.

Ąőńěě šőůŋő, ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ŋěřăćěŋśšćő

l[i+1] 6 l[i] − (ůĺśńő ĺšěřăűĺľ ŋă i-ň ÿăčě) + 1 ĺńĺ (ůĺśńő ĺšěřăűĺľ ŋă i-ň ÿăčě) 6 l[i] − l[i+1] + 1

Őśšă-ěšś£ śńőęĺšĳ ¡šĺ ŋěřăćěŋśšćă ŕő ćśěň i ĺ ŕőńşůĺšĳ őűěŋłş śćěřţş ďń£ őąźěčő ůĺśńă ĺšěřăűĺľ.

10.4.4. Ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ¡šőš ăńčőřĺšň, ůšőąż ćż£śŋĺšĳ, £ćń£ěšś£ ńĺ śńőćő X ďńĺŋż n ŕőďśńőćőň śńőćă Y ďńĺŋż m. (Łăł ¡šő ďěńăšĳ ś ŕőňőźĳ¿ śŕěűĺăńĳŋőčő řăğďěńĺšěń£ #, őŕĺśăŋő ćżÿě.) Ŕřĺ ¡šőň ůĺśńő ďěľśšćĺľ ąşďěš ŋě ąőńěě C(n + m), ĺ ĺśŕőńĳğşěňă£ ŕăň£šĳ šőęě. Ŕřĺďşňăšĳ, łăł őąőľšĺśĳ ŕăň£šĳ¿ ŋě ąőńěě Cn (ůšő ňőęěš ążšĳ śşźěśšćěŋŋő ňěŋĳÿě, ěśńĺ ĺśłőňżľ őąřăğěű łőřőšłĺľ, ă śńőćő, ć łőšőřőň ěčő ĺźşš | ďńĺŋŋőě).

Řěÿěŋĺě. Ŕřĺňěŋ£ěň ăńčőřĺšň ŁŇŔ ł śńőćş A#B. Ŕřĺ ¡šőň ćżůĺśńěŋĺě ğŋăůěŋĺľ l[1]; : : :; l[n] ŕřőćőďĺň ďń£ śńőćă X ďńĺŋż n ĺ ğăŕőňĺŋăěň ¡šĺ ğŋăůěŋĺ£. Ďăńĳÿě ňż ŕőňŋĺň šőńĳłő ğŋăůěŋĺě l[i] ďń£ šěłşźěčő i | łřőňě ŋěčő ĺ łřőňě šăąńĺűż l[1] : : :l[n], ŋăň ďń£ ćżůĺśńěŋĺľ ŋĺůěčő ŋě ŋşęŋő.

Ŋă ŕřăłšĺłě śńőćă X ĺ Y ňőčşš ŋě ŋăţőďĺšĳś£ ŕőďř£ď, ŕő¡šőňş ŕřőśňőšř śńőćă X ĺ ğăšěň śńőćă Y şďőąŋő őťőřňĺšĳ ć ćĺďě řăğŋżţ űĺłńőć. İšő ĺğąăćń£ěš šăłęě őš ţńőŕőš ś řăğďěńĺšěńěň.

10.4.5. Ŋăŕĺśăšĳ śőőšćěšśšćş¿źĺľ ăńčőřĺšň (ŕřőćěř£¿źĺľ, £ćń£ěšś£ ńĺ śńőćő X = x[1] : : :x[n] ŕőďśńőćőň śńőćă Y = y[1] : : : y[m]).

Řěÿěŋĺě. Śŋăůăńă ćżůĺśń£ěň šăąńĺűş l[1] : : :l[n] łăł řăŋĳÿě. Ğăšěň ŕĺÿěň šăłş¿ ŕřőčřăňňş:

j:=0; len:=0;

{len - ďńĺŋă ňăłśĺňăńĳŋőčő ŋăůăńă śńőćă X, őďŋőćřěňěŋŋő £ćń£¿źěčőś£ łőŋűőň śńőćă y[1]..y[j]} while (len <> n) and (j <> m) do begin

while (x[len+1] <> y[j+1]) and (len > 0) do begin {ŋăůăńő ŋě ŕőďţőďĺš, ŕřĺňěŋ£ěň ł ŋěňş ťşŋłűĺ¿ l} len := l[len];

end;

{ŋăÿńĺ ŕőďţőď£źěě ĺńĺ şąěďĺńĺśĳ ć őšśşšśšćĺĺ} if x[len+1] = y[j+1] do begin

{x[1]..x[len] - śăňőě ďńĺŋŋőě ŕőďţőď£źěě ŋăůăńő} len := len+1;

end else begin

{ŕőďţőď£źĺţ ŋěš} len := 0;

end;

j := j+1; end;

{ěśńĺ len=n, śńőćő X ćśšřěšĺńőśĳ; ĺŋăůě ňż ďőÿńĺ ďő łőŋűă śńőćă Y, šăł ĺ ŋě ćśšřěšĺć X}

10.5. Ăńčőřĺšň Ąőľěřă{Ňşřă

İšőš ăńčőřĺšň ďěńăěš šő, ůšő ŋă ŕěřćżľ ćğčń£ď łăęěšś£ ŋěćőğňőęŋżň: ć šĺŕĺůŋőľ śĺšşăűĺĺ őŋ ůĺšăěš ńĺÿĳ ŋěąőńĳÿş¿ ůăśšĳ ćśěţ ąşłć śńőćă, ć łőšőřőň ĺźěšś£ ğăďăŋŋżľ őąřăğěű. Łăł šăł ňőęěš ążšĳ? Ĺďě£ ŕřőśšă. Ŕşśšĳ, ŋăŕřĺňěř, ňż ĺźěň őąřăğěű abcd. Ŕőśňőšřĺň ŋă ůěšćěřšş¿ ąşłćş śńőćă: ěśńĺ, ł ŕřĺňěřş, ¡šő ąşłćă e, šő ŋěš ŋĺłăłőľ ŋěőąţőďĺňőśšĺ ůĺšăšĳ ŕěřćżě šřĺ ąşłćż. (Ć śăňőň ďěńě, ć őąřăğűě ąşłćż e ŋěš, ŕő¡šőňş őŋ ňőęěš ŋăůăšĳś£ ŋě řăŋĳÿě ŕ£šőľ ąşłćż.)

Ňż ŕřĺćěďěň śăňżľ ŕřőśšőľ ćăřĺăŋš ¡šőčő ăńčőřĺšňă, łőšőřżľ ŋě čăřăŋšĺřşěš ążśšřőľ řăąőšż ćő ćśěţ śńşůă£ţ. Ŕşśšĳ x[1] : : :x[n] | őąřăğěű, łőšőřżľ ŋăďő ĺśłăšĳ. Ďń£ łăęďőčő śĺňćőńă s ŋăľďěň śăňőě ŕřăćőě ěčő ćţőęďěŋĺě ć śńőćő X, šő ěśšĳ ŋăĺąőńĳÿěě k, ŕřĺ łőšőřőň x[k] = s. İšĺ śćěďěŋĺ£ ąşďěň ţřăŋĺšĳ ć ňăśśĺćě pos[s]; ěśńĺ śĺňćőń s ćőćśě ŋě ćśšřěůăěšś£, šő ŋăň ąşďěš şďőąŋő ŕőńőęĺšĳ pos[s] = 0 (ňż şćĺďĺň ďăńĳÿě, ŕőůěňş).

10.5.1. Łăł ğăŕőńŋĺšĳ ňăśśĺć pos? Řěÿěŋĺě.

ŕőńőęĺšĳ ćśě pos[s] řăćŋżňĺ 0 for i:=1 to n do begin

pos[x[i]]:=i; end;

Ć ŕřőűěśśě ŕőĺśłă ňż ąşďěň ţřăŋĺšĳ ć ŕěřěňěŋŋőľ last ŋőňěř ąşłćż ć śńőćě, ŕřőšĺć łőšőřőľ śšőĺš ŕőśńěďŋ££ ąşłćă őąřăğűă. Ćŋăůăńě last = n (ďńĺŋă őąřăğűă), ğăšěň last ŕőśšěŕěŋŋő şćěńĺůĺćăěšś£.

last:=n;

{ćśě ŕřěďżďşźĺě ŕőńőęěŋĺ£ őąřăğűă şęě ŕřőćěřěŋż} while last <= m do begin {śńőćő ŋě łőŋůĺńőśĳ} if x[m] <> y[last] then begin {ŕőśńěďŋĺě ąşłćż řăğŋżě} last := last + (n - pos[y[last]]);

{n - pos[y[last]] - ¡šő ňĺŋĺňăńĳŋżľ śďćĺč őąřăğűă, ŕřĺ łőšőřőň ŋăŕřőšĺć y[last] ćśšăŋěš šăłă£ ęě ąşłćă ć őąřăğűě. Ěśńĺ šăłőľ ąşłćż ŋěš ćőőąźě, šő śďćĺčăěň ŋă ćś¿ ďńĺŋş őąřăğűă} end else begin

ěśńĺ ŋżŋěÿŋěě ŕőńőęěŋĺě ŕőďţőďĺš, š.ě. ěśńĺ x[1]..x[n] = y[last-n+1]..y[last], šő śőőąźĺšĳ ő śőćŕăďěŋĺĺ; last := last+1;

end; end;

Ğŋăšőłĺ řěłőňěŋďş¿š ŕřőćěřłş śőćŕăďěŋĺ£ ŕřőćőďĺšĳ śŕřăćă ŋăńěćő, š.ě. ŋăůĺŋă£ ś ŕőśńěďŋěľ ąşłćż őąřăğűă (ć łőšőřőľ śőćŕăďěŋĺě ğăćěďőňő ěśšĳ). Ňőęŋő šăłęě ŋěňŋőčő ś¡łőŋőňĺšĳ, ŕřőĺğćěď£ ćżůĺšăŋĺě ğăřăŋěě ĺ ţřăŋ£ ŋě pos[s], ă n-pos[s], š.ě. ůĺśńő ąşłć ć őąřăğűě śŕřăćă őš ŕőśńěďŋěčő ćţőęďěŋĺ£ ąşłćż s.

Ćőğňőęŋż řăğŋżě ňőďĺťĺłăűĺĺ ¡šőčő ăńčőřĺšňă. Ŋăŕřĺňěř, ňőęŋő śšřőłş last:=last+1 ğăňěŋĺšĳ ŋă last:=last+(n-u), čďě u | łőőřďĺŋăšă ćšőřőčő śŕřăćă ćţőęďěŋĺ£ ąşłćż x[n] ć őąřăğěű.

10.5.2. Łăł ŕřőźě ćśěčő şůěśšĳ ¡šő ć ŕřőčřăňňě? Řěÿěŋĺě. Ŕřĺ ŕőśšřőěŋĺĺ šăąńĺűż pos ŋăŕĺśăšĳ

for i:=1 to n-1 do...

(ďăńěě łăł řăŋĳÿě), ă ć őśŋőćŋőľ ŕřőčřăňňě ćňěśšő last:=last+1 ŋăŕĺśăšĳ

last:= last+n-pos[y[last]];

Ŕřĺćěďěŋŋżľ ŋăňĺ şŕřőź-ěŋŋżľ ćăřĺăŋš ăńčőřĺšňă Ąőľěřă{Ňşřă ć ŋěłőšőřżţ śńşůă£ţ šřěąşěš śşźěśšćěŋŋő ąőńĳÿě n ďěľśšćĺľ (ůĺśńő ďěľśšćĺľ ŕőř£ďłă mn), ŕřőĺčřżćă£ ăńčőřĺšňş Łŋşšă{Ňőřřĺśă{Ŕřăššă.

10.5.3. Ŕřĺćěśšĺ ŕřĺňěř śĺšşăűĺĺ, ć łőšőřőľ őąřăğěű ŋě ćţőďĺš ć śńőćő, ŋő ăńčőřĺšňş šřěąşěšś£ ŕőř£ďłă mn ďěľśšćĺľ, ůšőąż ¡šő şśšăŋőćĺšĳ.

Řěÿěŋĺě. Ŕşśšĳ őąřăğěű ĺňěěš ćĺď baaa : : : aa, ă śăňő śńőćő śőśšőĺš šőńĳłő ĺğ ąşłć a. Šőčďă ŋă łăęďőň ÿăčě ŋěśőőšćěšśšćĺě ćż£śŋ£ěšś£ ńĺÿĳ ć ŕőśńěďŋĺľ ňőňěŋš.

Ŋăśšő£źĺľ (ŋě şŕřőź-ěŋŋżľ) ăńčőřĺšň Ąőľěřă{Ňşřă čăřăŋšĺřşěš, ůšő ůĺśńő ďěľśšćĺľ ŋě ŕřěćőśţőďĺš C(m + n) ć ţşďÿěň śńşůăě. Őŋ ĺśŕőńĳğşěš ĺďěĺ, ąńĺğłĺě ł ĺďě£ň ăńčőřĺšňă Łŋşšă{Ňőřřĺśă{Ŕřăššă. Ŕřěďśšăćĺň śěąě, ůšő ňż śřăćŋĺćăńĺ őąřăğěű śő ćţőďŋżň śńőćőň, ĺď£ śŕřăćă ŋăńěćő. Ŕřĺ ¡šőň ŋěłőšőřżľ łşśőł Z (£ćń£¿źĺľś£ łőŋűőň őąřăğűă) śőćŕăń, ă ğăšěň őąŋăřşęĺńőśĳ řăğńĺůĺě: ŕěřěď Z ć őąřăğűě śšőĺš ŋě šő, ůšő ćő ćţőďŋőň śńőćě. Ůšő ňőęŋő śłăğăšĳ ć ¡šőš ňőňěŋš ő ćţőďŋőň śńőćě? Ć ŋěň őąŋăřşęěŋ ťřăčňěŋš, řăćŋżľ Z, ă ŕěřěď ŋĺň śšőĺš ŋě šă ąşłćă, ůšő ć őąřăğűě. İšă ĺŋťőřňăűĺ£ ňőęěš ŕőğćőńĺšĳ śďćĺŋşšĳ őąřăğěű ŋă ŋěśłőńĳłő ŕőğĺűĺľ ćŕřăćő ąěğ řĺśłă ŕřőŕşśšĺšĳ ěčő ćţőęďěŋĺě. İšĺ śďćĺčĺ śńěďşěš ćżůĺśńĺšĳ ğăřăŋěě ďń£ łăęďőčő łőŋűă Z ŋăÿěčő őąřăğűă. Łăł čőćőř£š ğŋăšőłĺ, ćś-ě ¡šő (ćżůĺśńěŋĺě šăąńĺűż śďćĺčőć ĺ ě-ě ĺśŕőńĳğőćăŋĺě) ňőęŋő şńőęĺšĳ ć C(m + n) ďěľśšćĺľ.

10.6. Ăńčőřĺšň Řăąĺŋă

İšőš ăńčőřĺšň őśŋőćăŋ ŋă ŕřőśšőľ ĺďěě. Ŕřěďśšăćĺň śěąě, ůšő ć śńőćě ďńĺŋż m ňż ĺźěň őąřăğěű ďńĺŋż n. Ćżřěęěň őłőÿěůłő řăğňěřă n ĺ ąşďěň ďćĺčăšĳ ěčő ŕő ćţőďŋőňş śńőćş. Ŋăś ĺŋšěřěśşěš, ŋě śőćŕăďăěš ńĺ śńőćő ć őłőÿěůłě ś ğăďăŋŋżň őąřăğűőň. Śřăćŋĺćăšĳ ŕő ąşłćăň ďőńčő. Ćňěśšő ¡šőčő ťĺłśĺřşěň ŋěłőšőřş¿ ťşŋłűĺ¿, őŕřěďěń-ěŋŋş¿ ŋă śńőćăţ ďńĺŋż n. Ěśńĺ ğŋăůěŋĺ£ ¡šőľ ťşŋłűĺĺ ŋă śńőćě ć őłőÿěůłě ĺ ŋă őąřăğűě řăğńĺůŋż, šő śőćŕăďěŋĺ£ ŋěš. Šőńĳłő ěśńĺ ğŋăůěŋĺ£ őďĺŋăłőćż, ŋşęŋő ŕřőćěř£šĳ śőćŕăďěŋĺě ŕő ąşłćăň.

Ůšő ňż ćżĺčřżćăěň ŕřĺ šăłőň ŕőďţőďě? Łăğăńőśĳ ąż, ŋĺůěčő | ćěďĳ ůšőąż ćżůĺśńĺšĳ ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺĺ ŋă śńőćě ć őłőÿěůłě, ćś-ě řăćŋő ŋşęŋő ŕřőůěśšĳ ćśě ąşłćż ¡šőčő śńőćă. Šăł şę ńşůÿě ĺţ śřăğş śřăćŋĺšĳ ś őąřăğűőň. Šěň ŋě ňěŋěě ćżĺčřżÿ ćőğňőęěŋ, ĺ ćőš ğă śů-ěš ůěčő. Ŕřĺ śďćĺčě őłőÿěůłă śńőćő ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕőńŋőśšĳ¿, ă ńĺÿĳ ďőąăćń£ěšś£ ąşłćă ć łőŋűě ĺ şąĺřăěšś£ ć ŋăůăńě. Ţőřőÿő ąż, ůšőąż ŕő ¡šĺň ďăŋŋżň ňőęŋő ążńő řăśśůĺšăšĳ, łăł ňěŋ£ěšś£ ťşŋłűĺ£.

10.6.1. Ŕřĺćěśšĺ ŕřĺňěř şďőąŋőľ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ. Řěÿěŋĺě. Ğăňěŋĺň ćśě ąşłćż ć śńőćě ĺ őąřăğűě ĺţ ŋőňěřăňĺ, ŕřěďśšăćń£¿źĺňĺ śőąőľ űěńżě ůĺśńă. Šőčďă şďőąŋőľ ťşŋłűĺěľ £ćń£ěšś£ śşňňă űĺťř. (Ŕřĺ śďćĺčě őłőÿěůłă ŋşęŋő ďőąăćĺšĳ ŋőćőě ůĺśńő ĺ ćżůěśšĳ ŕřőŕăćÿěě.)

Ďń£ łăęďőľ ťşŋłűĺĺ śşźěśšćş¿š śńőćă, ł łőšőřżň őŋă ŕřĺňěŋĺňă ŕńőţő. Ğăšő ďřşčă£ ťşŋłűĺ£ ć ¡šőň śńşůăě ňőęěš řăąőšăšĳ ţőřőÿő. Ćőğŋĺłăěš ĺďě£: ŋăďő ğăŕăśšĺ ňŋőčő ťşŋłűĺľ ĺ ć ŋăůăńě řăąőšż ăńčőřĺšňă ćżąĺřăšĳ ĺğ ŋĺţ śńşůăľŋş¿. (Šőčďă ćřăč, ęěńă¿źĺľ ŕőďčăďĺšĳ ŋăÿěňş ăńčőřĺšňş, ŋě ąşďěš ğŋăšĳ, ś łăłőľ ĺňěŋŋő ťşŋłűĺěľ ěňş ąőřőšĳś£.)

10.6.2. Ŕřĺćěśšĺ ŕřĺňěř śěňěľśšćă şďőąŋżţ ťşŋłűĺľ. Řěÿěŋĺě. Ćżąěřěň ŋěłőšőřőě ůĺśńő p (ęěńăšěńĳŋő ŕřőśšőě, śňőšřĺ ďăńěě) ĺ ŋěłőšőřżľ ćżůěš x ŕő ňőďşń¿ p. Łăęďőě śńőćő ďńĺŋż n ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ űěńżţ ůĺśěń (ğăňěŋĺć ąşłćż łőďăňĺ). İšĺ ůĺśńă ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ łăł łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋă śšěŕěŋĺ n − 1 ĺ ćżůĺśńĺň ğŋăůěŋĺě ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă ŕő ňőďşń¿ p ć šőůłě x. İšő ĺ ąşďěš őďŋă ĺğ ťşŋłűĺľ śěňěľśšćă (ďń£ łăęďőľ ŕăřż p ĺ x ŕőńşůăěšś£, šăłĺň őąřăğőň, śćő£ ťşŋłűĺ£). Śďćĺč őłőÿłă ŋă 1 śőőšćěšśšćşěš ćżůĺšăŋĺ¿ śšăřÿěčő ůńěŋă (x^{n−1} śńěďşěš ćżůĺśńĺšĳ ğăřăŋěě), şňŋőęěŋĺ¿ ŋă x ĺ ďőąăćńěŋĺ¿ śćőąőďŋőčő ůńěŋă.

Śńěďş¿źěě śőőąřăęěŋĺě čőćőřĺš ć ŕőńĳğş šőčő, ůšő śőćŕăďěŋĺ£ ŋě śńĺÿłőň ćěřő£šŋż. Ŕşśšĳ ůĺśńő p ťĺłśĺřőćăŋő ĺ ł šőňş ęě ŕřőśšőě, ă X ĺ Y | ďćă řăğńĺůŋżţ śńőćă ďńĺŋż n. Šőčďă ĺň śőőšćěšśšćş¿š řăğńĺůŋżě ňŋőčőůńěŋż (ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő łőďż ćśěţ ąşłć řăğńĺůŋż | ¡šő ćőğňőęŋő, ěśńĺ p ąőńĳÿě ůĺśńă ąşłć ăńťăćĺšă). Śőćŕăďěŋĺě ğŋăůěŋĺľ ťşŋłűĺĺ őğŋăůăěš, ůšő ć šőůłě x ¡šĺ ďćă řăğńĺůŋżţ ňŋőčőůńěŋă śőćŕăďă¿š, šő ěśšĳ ĺţ řăğŋőśšĳ őąřăźăěšś£ ć 0. Řăğŋőśšĳ ěśšĳ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ n−1 ĺ ĺňěěš ŋě ąőńěě n − 1 łőřŋěľ. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ n ňŋőčő ňěŋĳÿě p, šő śńşůăľŋőňş x ňăńő ÿăŋśőć ŕőŕăśšĳ ć ŋěşďăůŋş¿ šőůłş.

10.7. Ąőńěě śńőęŋżě őąřăğűż ĺ ăćšőňăšż

Ňż ňőęěň ĺśłăšĳ ŋě łőŋłřěšŋőě śńőćő, ă ŕőďśńőćă ğăďăŋŋőčő ćĺďă. Ŋăŕřĺňěř, ňőęŋő ĺśłăšĳ śńőćă ćĺďă a?b, čďě ćňěśšő ? ňőęěš śšő£šĳ ń¿ąă£ ąşłćă (ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ŋăś ĺŋšěřěśşěš ąşłćă b ŋă řăśśšő£ŋĺĺ 2 ŕőśńě ąşłćż a). 10.7.1. Şłăğăšĳ łőŋěůŋżľ ăćšőňăš, ŕřőćěř£¿źĺľ, ěśšĳ ńĺ ćő ćţőďŋőň śńőćě ťřăčňěŋš ćĺďă a?b.

Řěÿěŋĺě. Ůĺšă£ śńőćő, śńěďşěš ŕőňŋĺšĳ, ěśšĳ ńĺ ąşłćă a ŋă ŕőśńěďŋěň ňěśšě ĺ ŋă ŕřěďŕőśńěďŋěň | ŕőłă ŋě ćśšřěšĺň ĺśłőňżľ ťřăčňěŋš. Ăćšőňăš ĺňěěš śőśšő£ŋĺ£ 00, 01, 10, 11, ĺţ śňżśń šăłőć:

00 ŋă ŕřěďŕőśńěďŋěň ĺ ŕőśńěďŋěň ňěśšăţ ŋěš a 01 ŋă ŕřěďŕőśńěďŋěň ŋěš, ŋă ŕőśńěďŋěň ěśšĳ 10 ŋě ŕřěďŕőśńěďŋěň ěśšĳ, ŋă ŕőśńěďŋěň ŋěš 11 ěśšĳ ĺ šăň, ĺ šăň

Šăąńĺűă ŕěřěţőďőć ăćšőňăšă:

Šěłşźěě Őůěřěďŋă£ Ŋőćőě śőśšő£ŋĺě ąşłćă śőśšő£ŋĺě 00 a 01 00 ŋě a 00 01 a 11 01 ŋě a 10 10 a 01 10 b ŋăľďěŋő 10 ŋě a ĺ ŋě b 00 11 a 11 11 b ŋăľďěŋő 11 ŋě a ĺ ŋě b 10

Ďřşčőľ śšăŋďăřšŋżľ ğŋăł ć őąřăğűě | ¡šő ğćěğďőůłă (*), ŋă ňěśšő łőšőřőľ ňőęěš ążšĳ ŕőďśšăćńěŋő ń¿ąőě śńőćő. Ŋăŕřĺňěř, őąřăğěű ab*cd őğŋăůăěš, ůšő ňż ĺźěň ŕőďśńőćő ab, ğă łőšőřżň śńěďşěš ůšő şčőďŋő, ă ğăšěň (ŋă ń¿ąőň řăśśšő£ŋĺĺ) ĺď-ěš cd.

10.7.2. Şłăğăšĳ łőŋěůŋżľ ăćšőňăš, ŕřőćěř£¿źĺľ, ěśšĳ ńĺ ćő ćţőďŋőň śńőćě őąřăğěű ab*cd (ć őŕĺśăŋŋőň šőńĳłő ůšő śňżśńě).

Řěÿěŋĺě.

Šěłşźěě Őůěřěďŋă£ Ŋőćőě śőśšő£ŋĺě ąşłćă śőśšő£ŋĺě ŋăůăńĳŋőě a a ŋăůăńĳŋőě ŋě a ŋăůăńĳŋőě a b ab a a a a ŋě a ĺ ŋě b ŋăůăńĳŋőě ab c abc ab ŋě c ab abc d ŋăľďěŋő abc c abc abc ŋě ś ĺ ŋě d ab

Ěźě őďĺŋ ćĺď ŕőĺśłă | ¡šő ŕőĺśł ń¿ąőčő ĺğ śńőć ŋěłőšőřőčő śŕĺśłă.

10.7.3. Ďăŋ śŕĺśőł śńőć X_1; : : :; X_k ĺ śńőćő Y. Őŕřěďěńĺšĳ, ćţőďĺš ńĺ ţőš£ ąż őďŋő ĺğ śńőć X_i ć śńőćő Y (łăł ŕőďśńőćő). Łőńĺůěśšćő ďěľśšćĺľ ŋě ďőńęŋő ŕřěćőśţőďĺšĳ łőŋśšăŋšż, şňŋőęěŋŋőľ ŋă śşňňăřŋş¿ ďńĺŋş ćśěţ śńőć (ĺğ śŕĺśłă ĺ šőčő, ć łőšőřőň ŕřőĺśţőďĺš ŕőĺśł).

Řěÿěŋĺě. Őůěćĺďŋżľ śŕőśőą śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż łăęďőě śńőćő ĺğ śŕĺśłă ŕřőćěř£šĳ őšďěńĳŋő (ś ŕőňőźĳ¿ őďŋőčő ĺğ řăśśňőšřěŋŋżţ ăńčőřĺšňőć). Őďŋăłő ŕřĺ ¡šőň ňż ŋě şłńăďżćăěňś£ ć ğăďăŋŋőě ůĺśńő ďěľśšćĺľ (ĺğ-ğă şňŋőęěŋĺ£ k ŋă ďńĺŋş śńőćă Y).

Ŕőśňőšřĺň ŋă ďěńő ś ďřşčőľ śšőřőŋż. Łăęďőňş őąřăğűş ĺğ śŕĺśłă śőőšćěšśšćşěš łőŋěůŋżľ ăćšőňăš ś ŋěłőšőřżň ňŋőęěśšćőň śőśšő£ŋĺľ. İšĺ ăćšőňăšż ňőęŋő őąžěďĺŋĺšĳ ć őďĺŋ, ňŋőęěśšćőň śőśšő£ŋĺľ łőšőřőčő ąşďěš ŕřőĺğćěďěŋĺě ňŋőęěśšć śőśšő£ŋĺľ ćśěţ šěţ ăćšőňăšőć. İšő | őůěŋĳ ąőńĳÿőě ňŋőęěśšćő. Őďŋăłő ŋă śăňőň ďěńě ąőńĳÿĺŋśšćő ěčő ¡ńěňěŋšőć ŋěďőśšşŕŋż (ŋě ňőčşš ŕő£ćĺšĳś£ ŕřĺ ůšěŋĺĺ ćţőďŋőčő śńőćă) ĺ ğă śůěš ¡šőčő ŕőńşůăěšś£ ¡łőŋőňĺ£. Ŕřĺňěřŋő ¡šş ĺďě¿ (ŋő ć ĺğňěŋ-ěŋŋőň ćĺďě) ňż ĺ ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ.

Ćśŕőňŋĺň ăńčőřĺšň Łŋşšă{Ňőřřĺśă{Ŕřăššă. Ć ŋ-ěň, ůĺšă£ ćţőďŋőě śńőćő, ňż ţřăŋĺńĺ ŋăĺąőńĳÿěě ŋăůăńő őąřăğűă, £ćń£¿źěěś£ łőŋűőň ŕřőůĺšăŋŋőľ ůăśšĺ. Šěŕěřĳ ŋăň śńěďşěš ţřăŋĺšĳ ďń£ łăęďőčő ĺğ őąřăğűőć ŋăĺąőńĳÿěě ěčő ŋăůăńő, £ćń£¿źěěś£ łőŋűőň ŕřőůĺšăŋŋőľ ůăśšĺ. Řěÿă¿źĺň őłăğżćăěšś£ šăłőě ğăňěůăŋĺě: ďőśšăšőůŋő ţřăŋĺšĳ śăňőě ďńĺŋŋőě ĺğ ŋĺţ | ćśě őśšăńĳŋżě ŕő ŋěňş ćőśśšăŋăćńĺćă¿šś£ (łăł ŋăĺąőńĳÿĺě ŋăůăńă őąřăğűőć, £ćń£¿źĺěś£ ěčő łőŋűăňĺ).

Śłńěĺň ćśě őąřăğűż ć ďěřěćő, őąžěďĺŋĺć ĺţ śőćŕăďă¿źĺě ŋăůăńĳŋżě şůăśšłĺ. Ŋăŕřĺňěř, ŋăąőřş őąřăğűőć

{aaa; aab; abab} śőőšćěšśšćşěš ďěřěćő

r -^a r -HH

HHHj a b r - � �*^a

r -^b_a r -_b r r

r

Ťőřňăńĳŋő čőćőř£, ćěřÿĺŋăňĺ ďěřěćă £ćń£¿šś£ ćśě ŋăůăńă ćśěţ őąřăğűőć, ă śżŋőćĳ£ ćěřÿĺŋż ŕőńşůă¿šś£ ŕřĺŕĺśżćăŋĺěň ąşłćż.

Ůĺšă£ ćţőďŋőě śńőćő, ňż ďćĺčăěňś£ ŕő ¡šőňş ďěřěćş: šěłşźă£ ćěřÿĺŋă | ¡šő ŋăĺąőńĳÿă£ (śăňă£ ŕřăćă£) ĺğ ćěřÿĺŋ, £ćń£¿źĺţś£ łőŋűőň ŕřőůĺšăŋŋőľ ůăśšĺ ( = ŋăĺąőńĳÿĺľ łőŋěű ŕřőůĺšăŋŋőľ ůăśšĺ, £ćń£¿źĺľś£ ŋăůăńőň őďŋőčő ĺğ őąřăğűőć).

Őŕřěďěńĺň ťşŋłűĺ¿ l, ăřčşňěŋšăňĺ ĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ łőšőřőľ £ćń£¿šś£ ćěřÿĺŋż ďěřěćă. Ĺňěŋŋő, l(P) = ŋăĺąőńĳÿă£ ćěřÿĺŋă ďěřěćă, £ćń£¿źă£- ś£ łőŋűőň P. (Ŋăŕőňŋĺň, ćěřÿĺŋż ďěřěćă | ¡šő śńőćă.) Ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ šăłőě şšćěřęďěŋĺě:

10.7.4. Ŕşśšĳ P | ćěřÿĺŋă ďěřěćă. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő ćśěţ ćěřÿĺŋ, £ćń£¿źĺţś£ łőŋűăňĺ P, řăćŋő {l(P); l(l(P)); : : :}

Řěÿěŋĺě. Śň. ďőłăğăšěńĳśšćő ăŋăńőčĺůŋőčő şšćěřęďěŋĺ£ ďń£ ăńčőřĺšňă Łŋşšă{Ňőřřĺśă{Ŕřăššă.

Šěŕěřĳ £śŋő, ůšő ŋşęŋő ďěńăšĳ, ŋăţőď£śĳ ć ćěřÿĺŋě P ĺ ůĺšă£ ąşłćş z ćţőďŋőčő śńőćă. Ŋăďő ŕřőśňăšřĺćăšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćěřÿĺŋż P, l(P), l(l(P)),: : :, ŕőłă ŋě őąŋăřşęĺšś£ šăłă£, ĺğ łőšőřőľ ćżţőďĺš śšřěńłă ś ąşłćőľ z. Šă ćěřÿĺŋă, ć łőšőřş¿ ¡šă śšřěńłă ćěď-ěš, ĺ ąşďěš ŋăÿĺň śńěďş¿źĺň ŕőńőęěŋĺěň.

Őśšăěšś£ ŕőŋ£šĳ, łăł ďń£ łăęďőľ ćěřÿĺŋż ďěřěćă ćżůĺśńĺšĳ şłăğăšěńĳ ŋă ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺĺ l ć ¡šőľ ćěřÿĺŋě. İšő ďěńăěšś£ łăł řăŋĳÿě, ŕřĺ ¡šőň ğŋăůěŋĺ£ l ďń£ ąőńěě łőřőšłĺţ śńőć ĺśŕőńĳğş¿šś£ ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ őůěřěďŋőčő ğŋăůěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ l. İšő őğŋăůăěš, ůšő ćěřÿĺŋż ďěřěćă śńěďşěš ŕřőśňăšřĺćăšĳ ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£ ĺţ ďńĺŋż. Ŋěšřşďŋő ŕőŋ£šĳ, ůšő ćś-ě

¡šő ňőęŋő şńőęĺšĳ ć šřěąşěňőě ůĺśńő ďěľśšćĺľ (ţőš£ łőŋśšăŋšă ğăćĺśĺš őš ůĺśńă ąşłć ć ăńťăćĺšě). Őšŋőś£źĺěś£ ł ¡šőňş ŕőďřőąŋőśšĺ śň. ć čńăćě 9.

Ňőęŋő ŕőĺŋšěřěśőćăšĳś£, łăłĺě śćőľśšćă śńőć řăśŕőğŋă¿šś£ ś ŕőňőźĳ¿ łőŋěůŋżţ ăćšőňăšőć. Őłăğżćăěšś£, ůšő śşźěśšćşěš ŕřőśšő őŕĺśżćăěňżľ łńăśś őąřăğűőć, ğăďă¿źĺľ ćśě šăłĺě śćőľśšćă | łńăśś řěčşń£řŋżţ ćżřăęěŋĺľ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ ťĺłśĺřőćăŋ łőŋěůŋżľ ăńťăćĺš `, ŋě śőďěřęăźĺľ śĺňćőńőć ~, ”, (, ), * ĺ | (őŋĺ ąşďşš ĺśŕőńĳğőćăšĳś£ ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ řěčşń£řŋżţ ćżřăęěŋĺľ ĺ ŋě ďőńęŋż ŕěřěňěÿĺćăšĳś£ ś ąşłćăňĺ). Řěčşń£řŋżě ćżřăęěŋĺ£ śšřő£šś£ ŕő šăłĺň ŕřăćĺńăň:

(ă) ąşłćă ăńťăćĺšă ` | řěčşń£řŋőě ćżřăęěŋĺě;

(ą) śĺňćőńż ~, ” | řěčşń£řŋżě ćżřăęěŋĺ£;

(ć) ěśńĺ A; B; C; : : :; E | řěčşń£řŋżě ćżřăęěŋĺ£, šő (ABC : : : E) | řěčşń£řŋőě ćżřăęěŋĺě;

(č) ěśńĺ A; B; C; : : :; E | řěčşń£řŋżě ćżřăęěŋĺ£, šő (A|B|C| : : :|E) | řěčşń£řŋőě ćżřăęěŋĺě;

(ď) ěśńĺ A | řěčşń£řŋőě ćżřăęěŋĺě, šő A* | řěčşń£řŋőě ćżřăęěŋĺě.

Łăęďőě řěčşń£řŋőě ćżřăęěŋĺě ğăďăěš ňŋőęěśšćő śńőć ć ăńťăćĺšě ` ŕő šăłĺň ŕřăćĺńăň:

(ă) ąşłćě śőőšćěšśšćşěš őďŋő¡ńěňěŋšŋőě ňŋőęěśšćő, śőśšő£źěě ĺğ őďŋőąşłćěŋŋőčő śńőćă, śőśšő£źěčő ĺğ ¡šőľ ąşłćż;

(ą) śĺňćőńş ” śőőšćěšśšćşěš ŕşśšőě ňŋőęěśšćő, ă śĺňćőńş ~ | őďŋő¡ńěňěŋšŋőě ňŋőęěśšćő, ěďĺŋśšćěŋŋżň ¡ńěňěŋšőň łőšőřőčő £ćń£ěšś£ ŕşśšőě śńőćő;

(ć) řěčşń£řŋőňş ćżřăęěŋĺ¿ (ABC : : :E) śőőšćěšśšćşěš ňŋőęěśšćő ćśěţ śńőć, łőšőřżě ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, ěśńĺ ł śńőćş ĺğ A ŕřĺŕĺśăšĳ śńőćő ĺğ B, ğăšěň ĺğ C,: : :, ğăšěň ĺğ E (łőŋłăšěŋăűĺ£ ňŋőęěśšć);

(č) řěčşń£řŋőňş ćżřăęěŋĺ¿ (A|B|C| : : :|E) śőőšćěšśšćşěš őąžěďĺŋěŋĺě ňŋőęěśšć, śőőšćěšśšćş¿źĺţ ćżřăęěŋĺ£ň A; B; C; : : :; E;

(ď) řěčşń£řŋőňş ćżřăęěŋĺ¿ A* śőőšćěšśšćşěš ĺšěřăűĺ£ ňŋőęěśšćă, śőőšćěšśšćş¿źěčő ćżřăęěŋĺ¿ A, šő ěśšĳ ňŋőęěśšćő ćśěţ śńőć, łőšőřżě ňőęŋő šăł řăğřěğăšĳ ŋă łşśłĺ, ůšő łăęďżľ łşśőł ŕřĺŋăďńěęĺš ňŋőęěśšćş, śőőšćěšśšćş¿źěňş ćżřăęěŋĺ¿ A. (Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕşśšőě śńőćő ćśěčďă śőďěřęĺšś£ ć A*.)

Ňŋőęěśšćă, śőőšćěšśšćş¿źĺě řěčşń£řŋżň ćżřăęěŋĺ£ň, ŋăğżćă¿šś£ řěčşń£řŋżňĺ. Ćőš ŋěśłőńĳłő ŕřĺňěřőć:

Ćżřăęěŋĺě Ňŋőęěśšćő

(a|b)* ćśě śńőćă ĺğ ąşłć a ĺ b (aa)* śńőćă ĺğ ů-ěšŋőčő ůĺśńă ąşłć a (~|a|b|aa|ab|ba|bb) ćśě śńőćă ďńĺŋż ŋě ąőńěě 2 ĺğ ąşłć a,b

10.7.5. Ŋăŕĺśăšĳ řěčşń£řŋőě ćżřăęěŋĺě, łőšőřőňş śőőšćěšśšćşěš ňŋőęěśšćő ćśěţ śńőć ĺğ ąşłć a ĺ b, ć łőšőřżţ ůĺśńő ąşłć a ů-ěšŋő.

Řěÿěŋĺě. Ćżřăęěŋĺě b* ğăďăěš ćśě śńőćă ąěğ ąşłćż a, ă ćżřăęěŋĺě (b* a b* a b*) | ćśě śńőćă řőćŋő ś ďćşň£ ąşłćăňĺ a. Őśšăěšś£ őąžěďĺŋĺšĳ ¡šĺ ňŋőęěśšćă, ă ŕőšőň ŕřĺňěŋĺšĳ ĺšěřăűĺ¿:

( (b* a b* a b*) | b* )*

Ďřşčőľ ćăřĺăŋš őšćěšă: (b* a b* a)* b*

10.7.6. Ŋăŕĺśăšĳ řěčşń£řŋőě ćżřăęěŋĺě, łőšőřőě ğăďă-ěš ňŋőęěśšćő ćśěţ śńőć ĺğ ąşłć a; b; c, ć łőšőřżţ śńőćő bac £ćń£ěšś£ ŕőďśńőćőň.

Řěÿěŋĺě. ((a|b|c)*bac (a|b|c)*) Šěŕěřĳ ğăďăůş ő ŕőĺśłě őąřăğűă ć śńőćě ňőęŋő ŕěřěťőřňşńĺřőćăšĳ šăł:

ŕřőćěřĺšĳ, ŕřĺŋăďńěęĺš ńĺ śńőćő ňŋőęěśšćş, śőőšćěšśšćş¿źěňş ďăŋŋőňş řěčşń£řŋőňş ćżřăęěŋĺ¿.

10.7.7. Łăłĺě ćżřăęěŋĺ£ śőőšćěšśšćş¿š őąřăğűăň a?b ĺ ab*cd, řăśśňőšřěŋŋżň řăŋěě? (Ć őąřăğűě śĺňćőń * ĺśŕőńĳğşěšś£ ŋě ć šőň śňżśńě, ůšő ć řěčşń£řŋżţ ćżřăęěŋĺ£ţ!) Ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő ăńťăćĺš śőďěřęĺš ąşłćż a; b; c; d; e.

Řěÿěŋĺě.

((a|b|c|d|e)*a (a|b|c|d|e)b (a|b|c|d|e)*)

((a|b|c|d|e)*ab (a|b|c|d|e)*cd (a|b|c|d|e)*)

10.7.8. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ćś£łőčő řěčşń£řŋőčő ćżřăęěŋĺ£ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ łőŋěůŋżľ ăćšőňăš, łőšőřżľ řăśŕőğŋăěš śőőšćěšśšćş¿źěě ¡šőňş ćżřăęěŋĺ¿ ňŋőęěśšćő śńőć.

Řěÿěŋĺě. Ŋăň ŕőšřěąşěšś£ ŋőćőě ŕőŋ£šĺě | ŕőŋ£šĺě ĺśšőůŋĺłă, ĺńĺ ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőčő łőŋěůŋőčő ăćšőňăšă. Ŕřěďśšăćĺň śěąě őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ čřăť | łăřšĺŋłş ĺğ ŋěśłőńĳłĺţ šőůěł (ćěřÿĺŋ) ĺ ŋěłőšőřżţ śšřěńőł, śőěďĺŋ£¿źĺţ ¡šĺ šőůłĺ (ř-ěąěř). Ŕşśšĳ ŋă ŋěłőšőřżţ ř-ěąřăţ ŋăŕĺśăŋż ąşłćż (ŋě őą£ğăšěńĳŋő ŋă ćśěţ). Ŕşśšĳ šăłęě śřěďĺ ćěřÿĺŋ ćżąřăŋż ďćě | ŋăůăńĳŋă£ Ŋ ĺ łőŋěůŋă£ Ł. Šăłă£ łăřšĺŋłă ŋăğżćăěšś£ ĺśšőůŋĺłőň.

Ąşďěň ďćĺčăšĳś£ řăğńĺůŋżňĺ śŕőśőąăňĺ ĺğ Ŋ ć Ł, ůĺšă£ ąşłćż ŕő ďőřőčě (ŋă šěţ śšřěńłăţ, čďě őŋĺ ěśšĳ). Łăęďőňş ŕşšĺ ĺğ Ŋ ć Ł, šăłĺň őąřăğőň, śőőšćěšśšćşěš ŋěłőšőřőě śńőćő. Ă ĺśšőůŋĺłş ć űěńőň śőőšćěšśšćşěš ňŋőęěśšćő śńőć | šěţ śńőć, łőšőřżě ňőęŋő ŕřőůěśšĳ ŋă ŕşš£ţ ĺğ Ŋ ć Ł.

Ğăňěůăŋĺě. Ěśńĺ ŋăřĺśőćăšĳ śőśšő£ŋĺ£ łőŋěůŋőčő ăćšőňăšă ć ćĺďě šőůěł, ă ŕěřěţőďż ŕřĺ ůšěŋĺĺ ąşłć ĺğőąřăğĺšĳ ć ćĺďě śšřěńőł, šő śšăŋěš £śŋő, ůšő łőŋěůŋżľ ăćšőňăš | ¡šő ůăśšŋżľ śńşůăľ ĺśšőůŋĺłă. (Ś ďőŕőńŋĺšěńĳŋżňĺ šřěąőćăŋĺ£ňĺ: (ă) ŋă ćśěţ śšřěńłăţ, ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň ćěďşźĺţ ć Ł, ěśšĳ ąşłćż; (ą) ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ ŋă ćżţőď£źĺţ ĺğ ŋě-ě śšřěńłăţ łăęďă£ ąşłćă ćśšřěůăěšś£ řőćŋő őďĺŋ řăğ.)

Ňż ąşďěň śšřőĺšĳ łőŋěůŋżľ ăćšőňăš ŕő řěčşń£řŋőňş ćżřăęěŋĺ¿ ć ďćă ŕřĺ-ěňă. Śŋăůăńă ňż ŕőśšřőĺň ĺśšőůŋĺł, łőšőřőňş śőőšćěšśšćşěš šő ęě śăňőě ňŋőęěśšćő śńőć. Ğăšěň ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ĺśšőůŋĺłă ŕőśšřőĺň ăćšőňăš, łőšőřżľ ŕřőćěř£ěš, ŕřĺŋăďńěęĺš ńĺ śńőćő śőőšćěšśšćş¿źěňş ňŋőęěśšćş.

10.7.9. Ŕő řěčşń£řŋőňş ćżřăęěŋĺ¿ ŕőśšřőĺšĳ ĺśšőůŋĺł, ğăďă¿źĺľ šő ęě ňŋőęěśšćő.

Řěÿěŋĺě. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ řěčşń£řŋőčő ćżřăęěŋĺ£. Ąşłćăň śőőšćěšśšćş¿š čřăťż ĺğ őďŋőľ śšřěńłĺ. Őąžěďĺŋěŋĺě řěăńĺğşěšś£ šăł:

r - ȷȷ ȷȷ ȷȷ3 QQ QQ QQs Ŋ r Ŋ_3 r Ŋ_2 r Ŋ_1

rȷȷ ȷȷ ȷȷ3 Ł_3 r - Ł_2 rQQ QQ QQs Ł_1

r Ł

Ŋăřĺśőćăŋă łăřšĺŋłă ďń£ őąžěďĺŋěŋĺ£ šř-ěţ ňŋőęěśšć, ŕř£ňőşčőńĳŋĺłĺ | ¡šő ĺśšőůŋĺłĺ, ĺň śőőšćěšśšćş¿źĺě; şłăğăŋż ŋăůăńĳŋżě ĺ łőŋěůŋżě ćěřÿĺŋż. Ŋă ŋőćżţ śšřěńłăţ (ĺţ 6) ąşłć ŋě ŋăŕĺśăŋő.

Łőŋłăšěŋăűĺĺ śőőšćěšśšćşěš łăřšĺŋłă

r -_Ŋ r_{Ŋ1 Ł1} r -r_{Ŋ2 Ł2} r -r_{Ŋ3 Ł3} r -r_Ł

Ŋăłőŋěű, ĺšěřăűĺĺ śőőšćěšśšćşěš łăřšĺŋłă

s s - Ŋ

Ŋ_1

s -� � �Æ JJ JJ] Ł_1^s s Ł

10.7.10. Ďăŋ ĺśšőůŋĺł. Ŕőśšřőĺšĳ łőŋěůŋżľ ăćšőňăš, ŕřőćěř£¿źĺľ, ŕřĺŋăďńěęĺš ńĺ ćţőďŋőě śńőćő śőőšćěšśšćş¿źěňş ňŋőęěśšćş (šő ěśšĳ ňőęŋő ńĺ ŕřőůěśšĳ ¡šő śńőćő, ĺď£ ĺğ Ŋ ć Ł).

Řěÿěŋĺě. Śőśšő£ŋĺ£ňĺ ăćšőňăšă ąşďşš ňŋőęěśšćă ćěřÿĺŋ ĺśšőůŋĺłă. Ĺňěŋŋő, ŕřőůš£ ŋěłőšőřőě ŋăůăńő X ćţőďŋőčő śńőćă, ňż ąşďěň ŕőňŋĺšĳ ňŋőęěśšćő ćśěţ ćěřÿĺŋ ĺśšőůŋĺłă, ć łőšőřżě ňőęŋő ŕřőľšĺ ĺğ ŋăůăńĳŋőľ, ŕřőůĺšăć ŋă ŕşšĺ śńőćő X.

Őłăğżćăěšś£, ůšő řěčşń£řŋżě ćżřăęěŋĺ£, ăćšőňăšż ĺ ĺśšőůŋĺłĺ řăśŕőğŋă¿š őďŋĺ ĺ šě ęě ňŋőęěśšćă. Ůšőąż şąěďĺšĳś£ ć ¡šőň, ŋăň őśšăńőśĳ řěÿĺšĳ šăłş¿ ğăďăůş:

10.7.11. Ďăŋ ĺśšőůŋĺł. Ŕőśšřőĺšĳ řěčşń£řŋőě ćżřăęěŋĺě, ğăďă¿źěě šő ęě ňŋőęěśšćő, ůšő ĺ ¡šőš ĺśšőůŋĺł.

Řěÿěŋĺě. (Śőőąźěŋő şůăśšŋĺłăňĺ ŕřőśěňĺŋăřă ŕő ńőčĺłě.) Ŕşśšĳ ĺśšőůŋĺł ĺňěěš ćěřÿĺŋż 1; : : :; k. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő 1 | ¡šő ŋăůăńő, ă k | łőŋěű. Ůěřěğ D_{i;j;s} őąőğŋăůĺň ňŋőęěśšćő ćśěţ śńőć, łőšőřżě ňőęŋő ŕřőůěśšĳ ŋă ŕşšĺ ĺğ i ć j, ěśńĺ ć łăůěśšćě ŕřőňěęşšőůŋżţ ŕşŋłšőć řăğřěÿăěšś£ ĺśŕőńĳğőćăšĳ šőńĳłő ćěřÿĺŋż 1; : : :; s. Śőčńăśŋő őŕřěďěńěŋĺ¿, ĺśšőůŋĺłş śőőšćěšśšćşěš ňŋőęěśšćő D_{1;k;k}.

Ĺŋďşłűĺěľ ŕő s ąşďěň ďőłăğżćăšĳ řěčşń£řŋőśšĳ ćśěţ ňŋőęěśšć D_{i;j;s} ŕřĺ ćśěţ i ĺ j. Ŕřĺ s = 0 ¡šő őůěćĺďŋő (ŕřőňěęşšőůŋżě ćěřÿĺŋż ğăŕřěźěŋż, ŕő¡šőňş łăęďőě ĺğ ňŋőęěśšć śőśšőĺš šőńĳłő ĺğ ąşłć).

Ĺğ ůěčő śőśšőĺš ňŋőęěśšćő D_{i;j;s}+_1? Őšňěšĺň ŋă ŕşšĺ ňőňěŋšż, ć łőšőřżţ őŋ ğăţőďĺš ć (s + 1)-ş¿ ćěřÿĺŋş. Ŕřĺ ¡šőň ŕşšĳ řăğąĺćăěšś£ ŋă ůăśšĺ, łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ şęě ŋě ğăţőďĺš ć ŋě-ě. Ŕő¡šőňş ńěčłő śőőąřăğĺšĳ, ůšő D_{i;j;s}+_1 = D_{i;j;s} | (D_{i;s}+_{1;s} D_s+_{1;s}+_{1;s}* D_s+_{1;j;s})

(ćőńĳŋőśšĳ ğăŕĺśĺ: ňż ĺśŕőńĳğşěň ďń£ őŕěřăűĺľ ŋăď ňŋőęěśšćăňĺ őąőğŋăůěŋĺ£ łăł ďń£ řěčşń£řŋżţ ćżřăęěŋĺľ). Őśšă-ěšś£ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ŕřěďŕőńőęěŋĺěň ĺŋďşłűĺĺ.

10.7.12. Čďě ěź-ě ĺśŕőńĳğşěšś£ šő ęě śăňőě řăśśşęďěŋĺě? Őšćěš. Ć ăńčőřĺšňě Ťńőľďă ćżůĺśńěŋĺ£ űěŋż łřăšůăľÿěčő ŕşšĺ, śň. čńăćş 9.

10.7.13. Ďőłăğăšĳ, ůšő łńăśś ňŋőęěśšć, ğăďăćăěňżţ řěčşń£řŋżňĺ ćżřăęěŋĺ£ňĺ, ŋě ĺğňěŋĺńś£ ąż, ěśńĺ ąż ňż řăğřěÿĺńĺ ĺśŕőńĳğőćăšĳ ŋě šőńĳłő őąžěďĺŋěŋĺě, ŋő ĺ őšřĺűăŋĺě (ă śńěďőćăšěńĳŋő, ĺ ŕěřěśěůěŋĺě | őŋő ćżřăęăěšś£ ůěřěğ őąžěďĺŋěŋĺě ĺ őšřĺűăŋĺě).

Řěÿěŋĺě. Ďń£ ăćšőňăšőć ŕěřěţőď ł őšřĺűăŋĺ¿ őůěćĺďěŋ. Ğăňěůăŋĺě. Ŋă ŕřăłšĺłě ćăęŋş¿ řőńĳ ĺčřăěš ůĺśńő śőśšő£ŋĺľ ăćšőňăšă. Őłăğżćăěšś£, ůšő šşš ćś-ě ŋě šăł ŕřőśšő, ĺ ŕěřěţőď őš ĺśšőůŋĺłă ł ăćšőňăšş šřěąşěš ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋőčő řőśšă ůĺśńă śőśšő£ŋĺľ. Ŕőďřőąŋőě řăśśňőšřěŋĺě ść£ğăŋŋżţ ś ¡šĺň šěőřěšĺůěśłĺţ ĺ ŕřăłšĺůěśłĺţ ćőŕřőśőć | ďěńő őśőąőě (śň. łŋĺčş Ăţő, Şńĳňăŋă ĺ Śěšĺ ő łőňŕĺń£šőřăţ).

11. Ŕřěďśšăćńěŋĺě ňŋőęěśšć. Ţěÿĺřőćăŋĺě

11.1. Ţěÿĺřőćăŋĺě ś őšłřżšőľ ăďřěśăűĺěľ

Ć čńăćě 6 ążńő şłăğăŋő ŋěśłőńĳłő ŕřěďśšăćńěŋĺľ ďń£ ňŋőęěśšć, ¡ńěňěŋšăňĺ łőšőřżţ £ćń£¿šś£ űěńżě ůĺśńă ŕřőĺğćőńĳŋőľ ćěńĺůĺŋż. Őďŋăłő ć ń¿ąőň ĺğ ŋĺţ ţőš£ ąż őďŋă ĺğ őŕěřăűĺľ ŕřőćěřłĺ ŕřĺŋăďńěęŋőśšĺ, ďőąăćńěŋĺ£ ĺ şďăńěŋĺ£ ¡ńěňěŋšă šřěąőćăńă łőńĺůěśšćă ďěľśšćĺľ, ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőčő ůĺśńş ¡ńěňěŋšőć ňŋőęěśšćă. Ŋă ŕřăłšĺłě ¡šő ążćăěš śńĺÿłőň ňŋőčő. Śşźěśšćş¿š śŕőśőąż, ŕőğćőń£¿źĺě ŕőńşůĺšĳ ďń£ ćśěţ šř-ěţ şŕőň£- ŋşšżţ őŕěřăűĺľ őűěŋłş C log n. Őďĺŋ ĺğ šăłĺţ śŕőśőąőć ňż řăśśňőšřĺň ć śńěďş¿źěľ čńăćě. Ć ¡šőľ čńăćě ňż řăğąěřěň śŕőśőą, łőšőřżě ţőš£ ĺ ŕřĺćőďĺš ł Cn ďěľśšćĺ£ň ć ţşďÿěň śńşůăě, ŋő ğăšő Àć śřěďŋěňÁ šřěąşěš ğŋăůĺšěńĳŋő ňěŋĳÿěčő ĺţ ůĺśńă. (Ňż ŋě ąşďěň şšőůŋ£šĳ śńőć Àć śřěďŋěňÁ, ţőš£ ¡šő ĺ ňőęŋő śďěńăšĳ.) İšőš śŕőśőą ŋăğżćăěšś£ ţěÿĺřőćăŋĺěň.

Ŕşśšĳ ŋăň ŋěőąţőďĺňő ŕřěďśšăćń£šĳ ňŋőęěśšćă ¡ńěňěŋšőć šĺŕă T, ŕřĺůěň ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ć ŋĺţ ğăćěďőňő ňěŋĳÿě n. Ćżąěřěň ŋěłőšőřş¿ ťşŋłűĺ¿ h, őŕřěďěńěŋŋş¿ ŋă ğŋăůěŋĺ£ţ šĺŕă T ĺ ŕřĺŋĺňă¿źş¿ ğŋăůěŋĺ£ 0 : : :n-1. Ążńő ąż ţőřőÿő, ůšőąż ¡šă ťşŋłűĺ£ ŕřĺŋĺňăńă ŋă ¡ńěňěŋšăţ ąşďşźěčő ňŋőęěśšćă ŕő ćőğňőęŋőśšĺ ąőńěě řăğŋőőąřăğŋżě ğŋăůěŋĺ£. (Ţşďÿĺľ śńşůăľ | ¡šő łőčďă ě-ě ğŋăůěŋĺ£ ŋă ćśěţ ¡ńěňěŋšăţ ţřăŋĺňőčő ňŋőęěśšćă őďĺŋăłőćż.) İšş ťşŋłűĺ¿ ąşďěň ŋăğżćăšĳ ţěÿ-ťşŋłűĺěľ, ĺńĺ, łăł ěź-ě čőćőř£š, ťşŋłűĺěľ řăśśšăŋőćłĺ.

Ććěď-ěň ďćă ňăśśĺćă

val: array [0..n-1] of T; used: array [0..n-1] of boolean;

(ňż ŕőğćőń£ěň śěąě ŕĺśăšĳ n-1 ć łăůěśšćě čřăŋĺűż ć őŕřěďěńěŋĺĺ šĺŕă, ţőš£ ć ŕăśłăńě ¡šő ŋě řăğřěÿăěšś£). Ć ¡šĺţ ňăśśĺćăţ ąşďşš ţřăŋĺšĳś£ ¡ńěňěŋšż ňŋőęěśšćă: őŋő řăćŋő ňŋőęěśšćş ćśěţ val [i] ďń£ šěţ i, ďń£ łőšőřżţ used [i], ŕřĺů-ěň ćśě ¡šĺ val [i] řăğńĺůŋż. Ŕő ćőğňőęŋőśšĺ ňż ąşďěň ţřăŋĺšĳ ¡ńěňěŋš t ŋă ňěśšě h(t), śůĺšă£ ¡šő ňěśšő ÀĺśłőŋŋżňÁ ďń£ ¡ńěňěŋšă t. Őďŋăłő ňőęěš śńşůĺšĳś£ šăł, ůšő ŋőćżľ ¡ńěňěŋš, łőšőřżľ ňż ţőšĺň ďőąăćĺšĳ, ŕřěšěŋďşěš ŋă şęě ğăŋ£šőě ňěśšő (ďń£ łőšőřőčő used ĺśšĺŋŋő). Ć ¡šőň śńşůăě ňż őšżźěň ąńĺęăľÿěě śŕřăćă śćőąőďŋőě ňěśšő ĺ ğăŕĺÿěň ¡ńěňěŋš šşďă. (ÀŚŕřăćăÁ ğŋăůĺš Àć śšőřőŋş şćěńĺůěŋĺ£ ĺŋďěłśőćÁ;

ďőľď£ ďő łřă£, ňż ŕěřěśłăłĺćăěň ć ŋăůăńő.) Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿, ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ćśěčďă ňěŋĳÿě n, šăł ůšő ŕşśšżě ňěśšă ğăćěďőňő ąşďşš.

Ťőřňăńĳŋő čőćőř£, ć ń¿ąőľ ňőňěŋš ďőńęŋő śőąń¿ďăšĳś£ šăłőě šřěąőćăŋĺě: ďń£ ń¿ąőčő ¡ńěňěŋšă ňŋőęěśšćă şůăśšőł śŕřăćă őš ěčő ĺśłőŋŋőčő ňěśšă ďő ěčő ťăłšĺůěśłőčő ňěśšă ŕőńŋőśšĳ¿ ğăŕőńŋěŋ.

Ąńăčőďăř£ ¡šőňş ŕřőćěřłă ŕřĺŋăďńěęŋőśšĺ ğăďăŋŋőčő ¡ńěňěŋšă t őśşźěśšćń£ěšś£ ńěčłő: ćśšăć ŋă h(t), ďćĺčăěňś£ ŋăŕřăćő, ŕőłă ŋě ďőľď-ěň ďő ŕşśšőčő ňěśšă ĺńĺ ďő ¡ńěňěŋšă t. Ć ŕěřćőň śńşůăě ¡ńěňěŋš t őšśşšśšćşěš ć ňŋőęěśšćě, ćő ćšőřőň | ŕřĺśşšśšćşěš. Ěśńĺ ¡ńěňěŋš őšśşšśšćşěš, šő ěčő ňőęŋő ďőąăćĺšĳ ŋă ŋăľďěŋŋőě ŕşśšőě ňěśšő. Ěśńĺ ŕřĺśşšśšćşěš, šő ňőęŋő ěčő şďăńĺšĳ (ŕőńőęĺć used = false).

11.1.1. Ć ŕřěďżďşźěň ăąğăűě ěśšĳ őÿĺąłă. Ŋăľďĺšě ě-ě ĺ ĺśŕřăćĳšě. Řěÿěŋĺě. Ďěńő ć šőň, ůšő ŕřĺ şďăńěŋĺĺ šřěąşěňőě śćőľśšćő Àőšśşšśšćĺ£ ŕşśšőšÁ ňőęěš ŋăřşÿĺšĳś£. Ŕő¡šőňş ąşďěň ďěńăšĳ šăł. Śőğďăć ďżřş, ąşďěň ďćĺčăšĳś£ ŋăŕřăćő, ŕőłă ŋě ŋăšőńłŋ-ěňś£ ŋă ¡ńěňěŋš, śšő£źĺľ ŋě ŋă ĺśłőŋŋőň ňěśšě, ĺńĺ ŋă ěź-ě őďŋő ŕşśšőě ňěśšő. Ćő ćšőřőň śńşůăě ŋă ¡šőň ňőęŋő şśŕőłőĺšĳś£. Ć ŕěřćőň śńşůăě ŕőśňőšřĺň, ŋě ŋşęŋő ńĺ ŋăľďěŋŋżľ ¡ńěňěŋš ŕőśšăćĺšĳ ŋă ňěśšő ďżřż. Ěśńĺ ŋěš, šő ŕřőďőńęăěň ŕőĺśł, ěśńĺ ďă, šő ğăšżłăěň ĺň śšăřş¿ ďżřş. Ŕřĺ ¡šőň őąřăğşěšś£ ŋőćă£ ďżřă, ś łőšőřőľ ďěńăěň ćś-ě šő ęě śăňőě.

11.1.2. Ŋăŕĺśăšĳ ŕřőčřăňňż ŕřőćěřłĺ ŕřĺŋăďńěęŋőśšĺ, ďőąăćńěŋĺ£ ĺ şďăńěŋĺ£.

Řěÿěŋĺě.

function ŕřĺŋăďńěęĺš (t: T): boolean;

var i: integer; begin

i := h (t);

while used [i] and (val [i] <> t) do begin

i := (i + 1) mod n;

end; {not used [i] or (val [i] = t)} ŕřĺŋăďńěęĺš := used [i] and (val [i] = t);

end;

11.1. Ţěÿĺřőćăŋĺě ś őšłřżšőľ ăďřěśăűĺěľ 195

procedure ďőąăćĺšĳ (t: T);

var i: integer; begin

i := h (t);

while used [i] and (val [i] <> t) do begin i := (i + 1) mod n;

end; {not used [i] or (val [i] = t)} if not used [i] then begin

used [i] := true; val [i] := t;

end; end;

procedure ĺśłń¿ůĺšĳ (t: T);

var i, gap: integer; begin

i := h (t);

while used [i] and (val [i] <> t) do begin i := (i + 1) mod n;

end; {not used [i] or (val [i] = t)} if used [i] and (val [i] = t) then begin used [i] := false; gap := i;

i := (i + 1) mod n;

{gap - ďżřă, łőšőřă£ ňőęěš ğăłřżšĳś£ őďŋĺň ĺğ i,i+1,...} while used [i] do begin

if i = h (val[i]) then begin

{ŋă śćőěň ňěśšě, ŋĺůěčő ŋě ďěńăšĳ} end else if dist(h(val[i]),i) < dist(gap,i) then begin {gap...h(val[i])...i, ŋĺůěčő ŋě ďěńăšĳ} end else begin

used [gap] := true; val [gap] := val [i]; used [i] := false; gap := i;

end;

i := (i + 1) mod n; end;

end; end;

Ğďěśĳ dist (a,b) | ĺğňěřěŋŋőě ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě (śńěćă ŋăŕřăćő) řăśśšő£ŋĺě őš a ďő b, šő ěśšĳ

dist (a,b) = (b - a + n) mod n:

(Ňż ŕřĺąăćĺńĺ n, šăł łăł ťşŋłűĺ£ mod ŕřăćĺńĳŋő řăąőšăěš ŕřĺ ŕőńőęĺšěńĳŋőň ďěńĺňőň.)

11.1.3. Śşźěśšćşěš ňŋőčő ćăřĺăŋšőć ţěÿĺřőćăŋĺ£. Őďĺŋ ĺğ ŋĺţ šăłőć: őąŋăřşęĺć, ůšő ĺśłőŋŋőě ňěśšő (őąőğŋăůĺň ěčő i) ğăŋ£šő, ąşďěň ĺśłăšĳ śćőąőďŋőě ŋě śřěďĺ i + 1; i + 2; : : :, ă śřěďĺ r(i); r(r(i)); r(r(r(i))); : : :, čďě r | ŋěłőšőřőě őšőąřăęěŋĺě {0; : : :; n − 1} ć śěą£. Łăłĺě ŕřĺ ¡šőň ąşďşš šřşďŋőśšĺ?

Őšćěš. (1) Ŋě čăřăŋšĺřşěšś£, ůšő ěśńĺ ŕşśšżě ňěśšă ěśšĳ, šő ňż ĺţ ŋăľďěň. (2) Ŕřĺ şďăńěŋĺĺ ŋě£śŋő, łăł ğăŕőńŋ£šĳ ďżřż. (Ŋă ŕřăłšĺłě ćő ňŋőčĺţ śńşůă£ţ şďăńěŋĺě ŋě ŋşęŋő, šăł ůšő šăłőľ śŕőśőą šăłęě ŕřĺňěŋ£ěšś£. Śůĺšăěšś£, ůšő şďăůŋżľ ŕőďąőř ťşŋłűĺĺ r ňőęěš ŕřěďőšćřăšĺšĳ őąřăğőćăŋĺě ÀśłőŕńěŋĺľÁ ğăŋ£šżţ £ůěěł.)

11.1.4. Ŕşśšĳ ďń£ ţřăŋěŋĺ£ ňŋőęěśšćă ćśěţ ŕřăćĺńĳŋżţ řşśśłĺţ śńőć ć ŕřőčřăňňě ŕřőćěřłĺ őřťőčřăťĺĺ ĺśŕőńĳğşěšś£ ţěÿĺřőćăŋĺě. Ůšő ŋşęŋő ďőąăćĺšĳ, ůšőąż ł šőňş ęě şňěšĳ ŋăţőďĺšĳ ăŋčńĺľśłĺľ ŕěřěćőď ń¿ąőčő ŕřăćĺńĳŋőčő śńőćă?

Řěÿěŋĺě. Ŕőňĺňő ňăśśĺćă val, ¡ńěňěŋšż łőšőřőčő £ćń£¿šś£ řşśśłĺňĺ śńőćăňĺ, ŋşęěŋ ŕăřăńńěńĳŋżľ ňăśśĺć ĺţ ăŋčńĺľśłĺţ ŕěřěćőďőć.

11.2. Ţěÿĺřőćăŋĺě śő śŕĺśłăňĺ

Ŋă ţěÿ-ťşŋłűĺ¿ ś k ğŋăůěŋĺ£ňĺ ňőęŋő śňőšřěšĳ łăł ŋă śŕőśőą śćěśšĺ ćőŕřőś ő ţřăŋěŋĺĺ őďŋőčő ąőńĳÿőčő ňŋőęěśšćă ł ćőŕřőśş ő ţřăŋěŋĺĺ ŋěśłőńĳłĺţ ňěŋĳÿĺţ. Ĺňěŋŋő, ěśńĺ ş ŋăś ěśšĳ ţěÿ-ťşŋłűĺ£ ś k ğŋăůěŋĺ£ňĺ, šő ń¿ąőě ňŋőęěśšćő řăğąĺćăěšś£ ŋă k ŕőďňŋőęěśšć (ćőğňőęŋő, ŕşśšżţ), śőőšćěšśšćş¿źĺţ ćőğňőęŋżň ğŋăůěŋĺ£ň ţ¡ÿ-ťşŋłűĺĺ. Ćőŕřőś ő ŕřőćěřłě ŕřĺŋăďńěęŋőśšĺ, ďőąăćńěŋĺĺ ĺńĺ şďăńěŋĺĺ ďń£ ąőńĳÿőčő ňŋőęěśšćă śćőďĺšś£ ł šăłőňş ęě ćőŕřőśş ďń£ őďŋőčő ĺğ ňěŋĳÿĺţ (ůšőąż şğŋăšĳ, ďń£ łăłőčő, ŋăďő ŕőśňőšřěšĳ ŋă ğŋăůěŋĺě ţěÿ-ťşŋłűĺĺ).

İšĺ ňěŋĳÿĺě ňŋőęěśšćă şďőąŋő ţřăŋĺšĳ ś ŕőňőźĳ¿ śśżńőł; ĺţ śşňňăřŋżľ řăğňěř řăćěŋ ůĺśńş ¡ńěňěŋšőć ţěÿĺřşěňőčő ňŋőęěśšćă. Śńěďş¿źă£ ğăďăůă ŕřěďńăčăěš řěăńĺğőćăšĳ ¡šőš ŕńăŋ.

11.2.1. Ŕşśšĳ ţěÿ-ťşŋłűĺ£ ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺ£ 1 : : :k. Ďń£ łăęďőčő ğŋăůěŋĺ£ ţěÿ-ťşŋłűĺĺ řăśśňőšřĺň śŕĺśőł ćśěţ ¡ńěňěŋšőć ňŋőęěśšćă ś ďăŋŋżň ğŋăůěŋĺěň ţěÿ-ťşŋłűĺĺ. Ąşďěň ţřăŋĺšĳ ¡šĺ k śŕĺśłőć ś ŕőňőźĳ¿ ŕěřěňěŋŋżţ

Śőďěřęăŋĺě: array [1..n] of T; Śńěďş¿źĺľ: array [1..n] of 1..n; ŔěřćŚćőą: 1..n;

Ćěřÿĺŋă: array [1..k] of 1..n;

šăł ęě, łăł ňż ¡šő ďěńăńĺ ďń£ k śšěłőć őčřăŋĺůěŋŋőľ śşňňăřŋőľ ďńĺŋż. Ŋăŕĺÿĺšě śőőšćěšśšćş¿źĺě ŕřőčřăňňż. (Şďăńěŋĺě ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś őšłřżšőľ ăďřěśăűĺěľ şŕřőźăěšś£.)

Řěÿěŋĺě. Ŕěřěď ŋăůăńőň řăąőšż ŋăďő ŕőńőęĺšĳ Ćěřÿĺŋă[i] = 0 ďń£ ćśěţ i = 1 : : :k, ĺ ść£ğăšĳ ćśě ňěśšă ć śŕĺśőł śćőąőďŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ŕőńőęĺć ŔěřćŚćőą = 1 ĺ Śńěďş¿źĺľ[i] = i+1 ďń£ i = 1 : : : n-1, ă šăłęě Śńěďş¿źĺľ[n] = 0.

function ŕřĺŋăďńěęĺš (t: T): boolean;

var i: integer; begin

i := Ćěřÿĺŋă[h(t)];

{őśšăńőśĳ ĺśłăšĳ ć śŕĺśłě, ŋăůĺŋă£ ś i} while (i <> 0) and (Śőďěřęăŋĺě[i] <> t) do begin i := Śńěďş¿źĺľ[i];

end; {(i=0) or (Śőďěřęăŋĺě [i] = t)} ŕřĺŋăďńěęĺš := (i<>0) and (Śőďěřęăŋĺě[i]=t);

end;

procedure ďőąăćĺšĳ (t: T);

var i: integer; begin

if not ŕřĺŋăďńěęĺš(t) then begin

i := ŔěřćŚćőą;

{ŔěřćŚćőą <> 0 - śůĺšăěň, ůšő ŋě ŕěřěŕőńŋ£ěšś£} ŔěřćŚćőą := Śńěďş¿źĺľ[ŔěřćŚćőą] Śőďěřęăŋĺě[i]:=t;

Śńěďş¿źĺľ[i]:=Ćěřÿĺŋă[h(t)]; Ćěřÿĺŋă[h(t)]:=i;

end; end;

procedure ĺśłń¿ůĺšĳ (t: T);

var i, pred: integer; begin

i := Ćěřÿĺŋă[h(t)]; pred := 0;

{őśšăńőśĳ ĺśłăšĳ ć śŕĺśłě, ŋăůĺŋă£ ś i; pred - ŕřěďżďşźĺľ, ěśńĺ őŋ ěśšĳ, ĺ 0, ěśńĺ ŋěš} while (i <> 0) and (Śőďěřęăŋĺě[i] <> t) do begin pred := i; i := Śńěďş¿źĺľ[i];

end; {(i=0) or (Śőďěřęăŋĺě [i] = t)} if i <> 0 then begin

{Śőďěřęăŋĺě[i]=t, ¡ńěňěŋš ěśšĳ, ŋăďő şďăńĺšĳ} if pred = 0 then begin

{¡ńěňěŋš őłăğăńś£ ŕěřćżň ć śŕĺśłě} Ćěřÿĺŋă[h(t)] := Śńěďş¿źĺľ[i];

end else begin

Śńěďş¿źĺľ[pred] := Śńěďş¿źĺľ[i] end;

{őśšăńőśĳ ćěřŋşšĳ i ć śŕĺśőł śćőąőďŋżţ} Śńěďş¿źĺľ[i] := ŔěřćŚćőą; ŔěřćŚćőą:=i;

end;

end;

11.2.2. (Ďń£ ğŋăłőňżţ ś šěőřĺěľ ćěřő£šŋőśšěľ.) Ŕşśšĳ ţěÿ-ťşŋłűĺ£ ś k ğŋăůěŋĺ£ňĺ ĺśŕőńĳğşěšś£ ďń£ ţřăŋěŋĺ£ ňŋőęěśšćă, ć łőšőřőň ć ďăŋŋżľ ňőňěŋš n ¡ńěňěŋšőć. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě ůĺśńă ďěľśšćĺľ ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě ŋě ŕřěćőśţőďĺš C(1 + n=k), ěśńĺ ďőąăćń£ěňżľ (şďăń£ěňżľ, ĺśłőňżľ) ¡ńěňěŋš t ćżąřăŋ śńşůăľŋő, ŕřĺů-ěň ćśě ğŋăůěŋĺ£ h(t) ĺňě¿š řăćŋżě ćěřő£šŋőśšĺ (řăćŋżě 1=k).

Řěÿěŋĺě. Ěśńĺ l(i) | ďńĺŋă śŕĺśłă, śőőšćěšśšćş¿źěčő ţěÿ-ğŋăůěŋĺ¿ i, šő ůĺśńő őŕěřăűĺľ ŋě ŕřěćőśţőďĺš C(1 + l(h(t))); şśřěďŋ££, ŕőńşůăěň ĺśłőňżľ őšćěš, šăł łăł ∑ i l(i) = n.

İšă őűěŋłă őśŋőćăŋă ŋă ŕřěďŕőńőęěŋĺĺ ő řăćŋżţ ćěřő£šŋőśš£ţ. Őďŋăłő ć łőŋłřěšŋőľ śĺšşăűĺĺ ćś-ě ňőęěš ążšĳ śőćśěň ŋě šăł, ĺ ğŋăůěŋĺ£ ţěÿ-ťşŋłűĺĺ ňőčşš Àśłşůĺćăšĳś£Á: ďń£ łăęďőľ łőŋłřěšŋőľ ţěÿ-ťşŋłűĺĺ ěśšĳ ÀŋěşďăůŋżěÁ śĺšşăűĺĺ, łőčďă ůĺśńő ďěľśšćĺľ őłăğżćăěšś£ ąőńĳÿĺň. Ŕřĺ-ěň, ŋăğżćăěňżľ şŋĺćěřśăńĳŋżň ţěÿĺřőćăŋĺěň, ŕőğćőń£ěš őąőľšĺ ¡šş ŕřőąńěňş. Ĺďě£ śőśšőĺš ć šőň, ůšő ąěř-ěšś£ śěňěľśšćő ţěÿ-ťşŋłűĺľ, ŕřĺůěň ń¿ąă£ śĺšşăűĺ£ őłăğżćăěšś£ ŋěşďăůŋőľ ńĺÿĳ ďń£ ŋěąőńĳÿőľ ůăśšĺ ¡šőčő śěňěľśšćă.

Ŕşśšĳ H | śěňěľśšćő ťşŋłűĺľ, łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ őšőąřăęăěš ňŋőęěśšćő T ć ňŋőęěśšćő ĺğ k ¡ńěňěŋšőć (ŋăŕřĺňěř, 0 : : :k − 1). Čőćőř£š, ůšő H | şŋĺćěřśăńĳŋőě śěňěľśšćő ţěÿ-ťşŋłűĺľ, ěśńĺ ďń£ ń¿ążţ ďćşţ řăğńĺůŋżţ ğŋăůěŋĺľ s ĺ t ĺğ ňŋőęěśšćă T ćěřő£šŋőśšĳ śőążšĺ£ h(s) = h(t) ďń£ śńşůăľŋőľ ťşŋłűĺĺ h ĺğ śěňěľśšćă H řăćŋă 1=k. (Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, šě ťşŋłűĺĺ ĺğ H, ďń£ łőšőřżţ h(s) = h(t), śőśšăćń£¿š 1=k-ş¿ ůăśšĳ ćśěţ ťşŋłűĺľ ć H.)

Ğăňěůăŋĺě. Ąőńěě śĺńĳŋőě šřěąőćăŋĺě ł śěňěľśšćş H ňőčńő ąż śőśšő- £šĳ ć šőň, ůšőąż ďń£ ń¿ążţ ďćşţ řăğńĺůŋżţ ¡ńěňěŋšőć s ĺ t ňŋőęěśšćă T ğŋăůěŋĺ£ h(s) ĺ h(t) śńşůăľŋőľ ťşŋłűĺĺ h £ćń£¿šś£ ŋěğăćĺśĺňżňĺ śńşůăľŋżňĺ ćěńĺůĺŋăňĺ, řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěń-ěŋŋżňĺ ŋă 0 : : :k − 1.

11.2.3. Ŕşśšĳ t_1; : : :; t_n | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăğńĺůŋżţ ¡ńěňěŋšőć ňŋőęěśšćă T. Řăśśňőšřĺň łőńĺůěśšćő ďěľśšćĺľ, ŕřőĺśţőď£źĺţ ŕřĺ ŕőňěźěŋĺĺ ¡ńěňěŋšőć t_1; : : :; t_n ć ňŋőęěśšćő, ţěÿĺřşěňőě ś ŕőňőźĳ¿ ťşŋłűĺĺ h ĺğ şŋĺćěřśăńĳŋőčő śěňěľśšćă H. Ďőłăğăšĳ, ůšő śřěďŋěě łőńĺůěśšćő ďěľśšćĺľ (şśřěďŋěŋĺě | ŕő ćśěň h ĺğ H) ŋě ŕřěćőśţőďĺš Cn(1 + n=k).

Řěÿěŋĺě. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ m_i łőńĺůěśšćő ¡ńěňěŋšőć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, ďń£ łőšőřżţ ţěÿ-ťşŋłűĺ£ řăćŋă i. (Ůĺśńă m_0; : : :; m_{k−1} ğăćĺś£š, łőŋěůŋő, őš ćżąőřă ţěÿ-ťşŋłűĺĺ.) Łőńĺůěśšćő ďěľśšćĺľ, łőšőřőě ňż ţőšĺň őűěŋĺšĳ, ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕőśšő£ŋŋőčő ňŋőęĺšěń£ řăćŋő m^2_0 + m^2_1 + : : : + m^2_{k−1}. (Ěśńĺ s ůĺśěń ŕőŕăďă¿š ć őďŋş ţěÿ-£ůěľłş, šő ďń£ ¡šőčő šřěąşěšś£ ŕřĺňěřŋő 1 + 2 + : : : + s ďěľśšćĺľ.) İšş ęě śşňňş łćăďřăšőć ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ łăł ůĺśńő ŕăř ⟨p; q⟩, ďń£ łőšőřżţ h(t_p) = h(t_q). Ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő, ěśńĺ ěčő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł śőążšĺě ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ p ĺ q, ĺňěěš ćěřő£šŋőśšĳ 1=k ŕřĺ p ≠ q, ŕő¡šőňş śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě śőőšćěšśšćş¿- źěčő ůńěŋă śşňňż řăćŋő 1=k, ă ďń£ ćśěľ śşňňż ŕőńşůăěň őűěŋłş ŕőř£ďłă n^2=k, ă šőůŋěě n + n^2=k, ěśńĺ şůěśšĳ ůńěŋż ś p = q.

İšă ğăďăůă ŕőłăğżćăěš, ůšő ŋă łăęďżľ ďőąăćń£ěňżľ ¡ńěňěŋš ŕřĺţőďĺšś£ ć śřěďŋěň C(1 + n=k) őŕěřăűĺľ. Ć ¡šőľ őűěŋłě ďřőąĳ n=k ĺňěěš śňżśń Àłő¡ťťĺűĺěŋšă ğăŕőńŋěŋĺ£Á ţěÿ-šăąńĺűż.

11.2.4. Ďőłăğăšĳ ăŋăńőčĺůŋőě şšćěřęďěŋĺě ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ őŕěřăűĺľ ďőąăćńěŋĺ£, ŕőĺśłă ĺ şďăńěŋĺ£ (ă ŋě šőńĳłő ďń£ ďőąăćńěŋĺ£, łăł ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě).

[Şłăğăŋĺě. Ąşďěň ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě, ůšő ć ţőďě ŕőĺśłă, ďőąăćńěŋĺ£ ĺ şďăńěŋĺ£ ¡ńěňěŋš ŕřőšăńłĺćăěšś£ ŕő śŕĺśłş śćőĺţ łőńńěč ś šěň ęě ţěÿğŋăůěŋĺěň, ŕőłă ŋě ŋăľď-ěš śćőěčő ďćőľŋĺłă ĺńĺ ŋě ďőľď-ěš ďő łőŋűă śŕĺśłă. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ i-j-śšőńłŋőćěŋĺěň śšőńłŋőćěŋĺě t_i ś t_j. (Őŋő ńĺąő ŕřőĺğőľď-ěš, ńĺąő ŋěš | ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš h.) Őąźěě ůĺśńő ďěľśšćĺľ ŕřĺňěřŋő řăćŋő ůĺśńş ćśěţ ŕřőĺśÿěďÿĺţ śšőńłŋőćěŋĺľ ŕń¿ś ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć. Ŕřĺ t_i ≠ t_j ćěřő£šŋőśšĳ i-j-śšőńłŋőćěŋĺ£ ŋě ŕřěćőśţőďĺš 1=k. Őśšăńőśĳ ŕřőśńěďĺšĳ ğă śšőńłŋőćěŋĺ£ňĺ ňěęďş řăćŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ. Ťĺłśĺřşěň ŋěłőšőřőě ğŋăůěŋĺě x ĺğ ňŋőęěśšćă T ĺ ŕőśňőšřĺň ŋă ść£ğăŋŋżě ś ŋĺň őŕěřăűĺĺ. Őŋĺ ĺďşš ŕő űĺłńş: ďőąăćńěŋĺě | ŕřőćěřłĺ | şďăńěŋĺě | ďőąăćńěŋĺě | ŕřőćěřłĺ | şďăńěŋĺě | : : : Śšőńłŋőćěŋĺ£ ŕřőĺśţőď£š ňěęďş ďőąăćń£ěňżň ¡ńěňěŋšőň ĺ śńěďş¿źĺňĺ ğă ŋĺň ŕřőćěřłăňĺ (ďő şďăńěŋĺ£ ćłń¿ůĺšěńĳŋő), ŕő¡šőňş őąźěě ĺţ ůĺśńő ŋě ŕřěćőśţőďĺš ůĺśńă ¡ńěňěŋšőć, řăćŋżţ x.]

Šěŕěřĳ ŕřĺćěďěň ŕřĺňěřż şŋĺćěřśăńĳŋżţ śěňěľśšć. Őůěćĺďŋő, ďń£ ń¿-