5.2. Ććőď ůĺśěń 101

123 000 000). Ŋăřĺśşľšě śőőšćěšśšćş¿źş¿ łăřšĺŋłş.

5.2.5. Ůšő ŋăďő ĺğňěŋĺšĳ ć ŕřĺćěď-ěŋŋőľ ćżÿě ŕřőčřăňňě, ůšőąż řăğřěÿĺšĳ ŕşśšżě űěńş¿ ĺ ďřőąŋş¿ ůăśšĺ (łăł ć 1., .1 ĺńĺ ďăęě . | ŕőśńěďŋěě ůĺśńő śůĺšăěň řăćŋżň ŋşń¿)?

Ňż ćěřŋěňś£ ł łőŋěůŋżň ăćšőňăšăň ć čńăćě 10 (Śřăćŋěŋĺě ś őąřăğűőň).

6. Šĺŕż ďăŋŋżţ

6.1. Śšěłĺ

Ŕşśšĳ T | ŋěłőšőřżľ šĺŕ. Řăśśňőšřĺň (őšśşšśšćş¿źĺľ ć ŕăśłăńě) šĺŕ Àśšěł ¡ńěňěŋšőć šĺŕă TÁ. Ěčő ğŋăůěŋĺ£ňĺ £ćń£¿šś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ğŋăůěŋĺľ šĺŕă T.

Őŕěřăűĺĺ:

• Śďěńăšĳ ŕşśšżň (var s: śšěł ¡ńěňěŋšőć šĺŕă T)

• Ďőąăćĺšĳ (t:T; var s: śšěł ¡ńěňěŋšőć šĺŕă T)

• Ćğ£šĳ (var t:T; var s: śšěł ¡ńěňěŋšőć šĺŕă T)

• Ŕşśš (s: śšěł ¡ńěňěŋšőć šĺŕă T): boolean

• Ćěřÿĺŋă (s: śšěł ¡ńěňěŋšőć šĺŕă T): T

(Ňż ŕőńĳğşěňś£ őąőğŋăůěŋĺ£ňĺ, ŋăŕőńŋ£¿źĺňĺ ŕăśłăńĳ, ţőš£ ć ŕăśłăńě šĺŕă ÀśšěłÁ ŋěš.) Ŕřőűěďşřă ÀŚďěńăšĳ ŕşśšżňÁ ďěńăěš śšěł s ŕşśšżň. Ŕřőűěďşřă ÀĎőąăćĺšĳÁ ďőąăćń£ěš t ć łőŋěű ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ s. Ŕřőűěďşřă ÀĆğ£šĳÁ ŕřĺňěŋĺňă, ěśńĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ s ŋěŕşśšă; őŋă ğăąĺřăěš ĺğ ŋě-ě ŕőśńěďŋĺľ ¡ńěňěŋš, łőšőřżľ śšăŋőćĺšś£ ğŋăůěŋĺěň ŕěřěňěŋŋőľ t. Ćżřăęěŋĺě ÀŔşśš(s)Á ĺśšĺŋŋő, ěśńĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ s ŕşśšă. Ćżřăęěŋĺě ÀĆěřÿĺŋă(s)Á őŕřěďěńěŋő, ěśńĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ s ŋěŕşśšă, ĺ řăćŋő ŕőśńěďŋěňş ¡ńěňěŋšş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ s.

Ňż ŕőłăęěň, łăł ňőďěńĺřőćăšĳ śšěł ć ŕăśłăńě ĺ ďń£ ůěčő őŋ ňőęěš ążšĳ ŋşęěŋ.

Ňőďěńĺřőćăŋĺě őčřăŋĺůěŋŋőčő śšěłă ć ňăśśĺćě

Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő łőńĺůěśšćő ¡ńěňěŋšőć ć śšěłě ŋě ŕřěćőśţőďĺš ŋěłőšőřőčő ůĺśńă n. Šőčďă śšěł ňőęŋő ňőďěńĺřőćăšĳ ś ŕőňőźĳ¿ ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ:

Śőďěřęăŋĺě: array [1..n] of T; Ďńĺŋă: integer;

śůĺšă£, ůšő ć śšěłě ŋăţőď£šś£ ¡ńěňěŋšż

Śőďěřęăŋĺě [1],...,Śőďěřęăŋĺě [Ďńĺŋă].

• Ůšőąż śďěńăšĳ śšěł ŕşśšżň, ďőśšăšőůŋő ŕőńőęĺšĳ

Ďńĺŋă := 0

• Ďőąăćĺšĳ ¡ńěňěŋš t:

{Ďńĺŋă < n} Ďńĺŋă := Ďńĺŋă+1;

Śőďěřęăŋĺě [Ďńĺŋă] :=t;

• Ćğ£šĳ ¡ńěňěŋš ć ŕěřěňěŋŋş¿ t:

t := Śőďěřęăŋĺě [Ďńĺŋă]; Ďńĺŋă := Ďńĺŋă - 1;

• Śšěł ŕşśš, ěśńĺ Ďńĺŋă = 0.

• Ćěřÿĺŋă śšěłă řăćŋă Śőďěřęăŋĺě [Ďńĺŋă].

Šăłĺň őąřăğőň, ćňěśšő ŕěřěňěŋŋőľ šĺŕă śšěł ć ŕřőčřăňňě ŋă ŕăśłăńě ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ďćě ŕěřěňěŋŋżě Śőďěřęăŋĺě ĺ Ďńĺŋă. Ňőęŋő šăłęě őŕřěďěńĺšĳ šĺŕ stack, ğăŕĺśăć

const N = ... type

stack = record Śőďěřęăŋĺě: array [1..N] of T; Ďńĺŋă: integer;

end;

(Ňż ŕőğćőń£ěň śěąě ĺśŕőńĳğőćăšĳ ĺňěŋă ŕěřěňěŋŋżţ ĺğ řşśśłĺţ ąşłć, ţőš£ őążůŋő ŕăśłăńĳ ¡šőčő ŋě ń¿ąĺš.) Ŕőśńě ¡šőčő ňőčşš ążšĳ | ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ŕřăćĺńăňĺ ŕăśłăń£ | őŕĺśăŋż ŕřőűěďşřż řăąőšż śő śšěłőň. Ŋăŕřĺňěř, ňőęŋő ŋăŕĺśăšĳ procedure Ďőąăćĺšĳ (t: T; var s: stack); begin

{s.Ďńĺŋă < N} s.Ďńĺŋă := s.Ďńĺŋă + 1; s.Śőďěřęăŋĺě [s.Ďńĺŋă] := t;

end;

Ĺśŕőńĳğőćăŋĺě śšěłă

Ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ őšłřżćă¿źĺţś£ ĺ ğăłřżćă¿- źĺţś£ łřşčńżţ ĺ łćăďřăšŋżţ śłőąőł ( ) [ ]. Śřěďĺ ćśěţ šăłĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ćżďěńĺň ŕřăćĺńĳŋżě | šě, łőšőřżě ňőčşš ążšĳ ŕőńşůěŋż ŕő šăłĺň ŕřăćĺńăň:

• ŕşśšă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřăćĺńĳŋă.

• ěśńĺ A ĺ B ŕřăćĺńĳŋż, šő ĺ AB ŕřăćĺńĳŋă.

• ěśńĺ A ŕřăćĺńĳŋă, šő [A] ĺ (A) ŕřăćĺńĳŋż.

Ŕřĺňěř. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (), [[ ]], [()[ ]()][ ] ŕřăćĺńĳŋż, ă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ], )(, (], ([)] | ŋěš.

6.1.1. Ŕřőćěřĺšĳ ŕřăćĺńĳŋőśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ğă ćřěň£, ŋě ŕřěćőśţőď£źěě łőŋśšăŋšż, şňŋőęěŋŋőľ ŋă ě-ě ďńĺŋş. Ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő ůńěŋż ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ğăłőďĺřőćăŋż ůĺśńăňĺ: ( 1 [ 2 ) −1 ] −2

Řěÿěŋĺě. Ŕşśšĳ a[1]: : : a[n] | ŕřőćěř£ěňă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ. Řăśśňőšřĺň śšěł, ¡ńěňěŋšăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ őšłřżćă¿źĺěś£ łřşčńżě ĺ łćăďřăšŋżě śłőąłĺ (š. ě. 1 ĺ 2).

Ćŋăůăńě śšěł ďěńăěň ŕşśšżň. Ďăńěě ŕřőśňăšřĺćăěň ůńěŋż ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śńěćă ŋăŕřăćő. Ćśšřěšĺć őšłřżćă¿źş¿ś£ śłőąłş (łřşčńş¿ ĺńĺ łćăďřăšŋş¿), ŕőňěźăěň ě-ě ć śšěł. Ćśšřěšĺć ğăłřżćă¿źş¿ś£, ŕřőćěř£ěň, ůšő ćěřÿĺŋă śšěła | ŕăřŋă£ ěľ śłőąłă; ěśńĺ ¡šő ŋě šăł, šő ňőęŋő şšćěřęďăšĳ, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋěŕřăćĺńĳŋă, ěśńĺ śłőąłă ŕăřŋă£, šő ğăąěřěň ě-ě (ćěřÿĺŋş) ĺğ śšěłă. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřăćĺńĳŋă, ěśńĺ ć łőŋűě śšěł őłăğżćăěšś£ ŕşśš.

Śďěńăšĳ_ŕşśšżň (s);

i := 0; Őąŋăřşęěŋă_őÿĺąłă := false; {ŕřőůĺšăŋő i śĺňćőńőć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ} while (i < n) and not Őąŋăřşęěŋă_őÿĺąłă do begin i := i + 1;

if (a[i] = 1) or (a[i] = 2) then begin Ďőąăćĺšĳ (a[i], s);

end else begin {a[i] řăćŋő -1 ĺńĺ -2} if Ŕşśš (s) then begin Őąŋăřşęěŋă_őÿĺąłă := true;

end else begin

Ćğ£šĳ (t, s);

Őąŋăřşęěŋă_őÿĺąłă := (t <> - a[i]); end;

end; end;

Ŕřăćĺńĳŋő := (not Őąŋăřşęěŋă_őÿĺąłă) and Ŕşśš (s);

Şąěďĺňś£ ć ŕřăćĺńĳŋőśšĺ ŕřőčřăňňż.

(1) Ěśńĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕőśšřőěŋă ŕő ŕřăćĺńăň, šő ŕřőčřăňňă ďăśš őšćěš ÀďăÁ. İšő ńěčłő ďőłăğăšĳ ĺŋďşłűĺěľ ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ ŕřăćĺńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ. Ŋăďő ŕřőćěřĺšĳ ďń£ ŕşśšőľ, ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ AB ć ŕřěďŕőńőęěŋĺĺ, ůšő ďń£ A ĺ B şęě ŕřőćěřěŋő, ĺ, ŋăłőŋěű, ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ [A] ĺ (A) | ć ŕřěďŕőńőęěŋĺĺ, ůšő ďń£ A şęě ŕřőćěřěŋő. Ďń£ ŕşśšőľ őůěćĺďŋő. Ďń£ AB ďěľśšćĺ£ ŕřőčřăňňż ŕřőĺśţőď£š łăł ďń£ A ĺ łőŋůă¿šś£ ś ŕşśšżň śšěłőň; ğăšěň ćś-ě ŕřőĺśţőďĺš łăł ďń£ B. Ďń£ [A] śŋăůăńă ŕőňěźăěšś£ ć śšěł őšłřżćă¿źă£ łćăďřăšŋă£ śłőąłă ĺ ğăšěň ćś-ě ĺďěš łăł ďń£ A | ś šőľ řăğŋĺűěľ, ůšő ć čńşąĺŋě śšěłă ńěęĺš ńĺÿŋ££ śłőąłă. Ŕő őłőŋůăŋĺĺ A śšěł śšăŋőćĺšś£ ŕşśšżň | ěśńĺ ŋě śůĺšăšĳ ¡šőľ śłőąłĺ | ă ğăšěň ĺ śőćśěň ŕşśšżň. Ăŋăńőčĺůŋő ďń£ (A).

(2) Ŕőłăęěň, ůšő ěśńĺ ŕřőčřăňňă ğăćěřÿăěš řăąőšş ś őšćěšőň ÀďăÁ, šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřăćĺńĳŋă. Řăśśşęďăěň ĺŋďşłűĺěľ ŕő ďńĺŋě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ. Ŕřőśńěďĺň ğă śőśšő£ŋĺěň śšěłă ć ŕřőűěśśě řăąőšż ŕřőčřăňňż. Ěśńĺ őŋ ć ŋěłőšőřżľ ŕřőňěęşšőůŋżľ ňőňěŋš ŕşśš, šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăğąĺćăěšś£ ŋă ďćě ůăśšĺ, ďń£ łăęďőľ ĺğ łőšőřżţ ŕřőčřăňňă ďăěš őšćěš ÀďăÁ; őśšăěšś£ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ŕřěďŕőńőęěŋĺěň ĺŋďşłűĺĺ ĺ őŕřěďěńěŋĺěň ŕřăćĺńĳŋőśšĺ. Ŕşśšĳ śšěł ćśě ćřěň£ ŋěŕşśš. İšő ğŋăůĺš, ůšő ŕőńőęěŋŋă£ ć ŋěčő ŋă ŕěřćőň ÿăčě śłőąłă ąşďěš ćżŋşšă ńĺÿĳ ŋă ŕőśńěďŋěň ÿăčě. Šěň śăňżň, ŕěřćżľ ĺ ŕőśńěďŋĺľ śĺňćőńż ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ | ¡šő ŕăřŋżě śłőąłĺ, ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺňěěš ćĺď (A) ĺńĺ [A], ă řăąőšă ŕřőčřăňňż (łřőňě ŕěřćőčő ĺ ŕőśńěďŋěčő ÿăčőć) őšńĺůăěšś£ őš ěě řăąőšż ŋă A ńĺÿĳ ŋăńĺůĺěň ńĺÿŋěľ śłőąłĺ ŋă ďŋě śšěłă (řăğ ěě ŋě ćżŋĺňă¿š, őŋă ŋĺłăł ŋě ćńĺ£ěš ŋă řăąőšş ŕřőčřăňňż). Śŋőćă śśżńăěňś£ ŋă ŕřěďŕőńőęěŋĺě ĺŋďşłűĺĺ ĺ őŕřěďěńěŋĺě ŕřăćĺńĳŋőśšĺ.

6.1.2. Łăł şŕřőśšĺšś£ ŕřőčřăňňă, ěśńĺ ĺğćěśšŋő, ůšő ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ňőčşš ążšĳ šőńĳłő łřşčńżě śłőąłĺ?

Řěÿěŋĺě. Ć ¡šőň śńşůăě őš śšěłă őśšă-ěšś£ ńĺÿĳ ěčő ďńĺŋă, ĺ ňż ťăłšĺůěśłĺ ŕřĺţőďĺň ł šăłőňş şšćěřęďěŋĺ¿: ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ łřşčńżţ śłőąőł ŕřăćĺńĳŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ć ń¿ąőň ě-ě ŋăůăńĳŋőň őšřěğłě ůĺśńő ğăłřżćă¿źĺţś£ śłőąőł ŋě ŕřěćőśţőďĺš ůĺśńă őšłřżćă¿źĺţś£, ă ďń£ ćśěľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ¡šĺ ůĺśńă řăćŋż.

6.1.3. Řěăńĺğőćăšĳ ś ŕőňőźĳ¿ őďŋőčő ňăśśĺćă ďćă śšěłă, śşňňăřŋőě łőńĺůěśšćő ¡ńěňěŋšőć ć łőšőřżţ őčřăŋĺůěŋő ďńĺŋőľ ňăśśĺćă; ćśě ďěľśšćĺ£ śő śšěłăňĺ ďőńęŋż ćżŕőńŋ£šĳś£ ğă ćřěň£, őčřăŋĺůěŋŋőě łőŋśšăŋšőľ, ŋě ğăćĺś£źěľ őš ďńĺŋż śšěłőć.

Řěÿěŋĺě. Śšěłĺ ďőńęŋż řăśšĺ ś łőŋűőć ňăśśĺćă ŋăćśšřěůş ďřşč ďřşčş: ŕěřćżľ ďőńęěŋ ğăŋĺňăšĳ ňěśšă

Śőďěřęăŋĺě[1]: : : Śőďěřęăŋĺě[Ďńĺŋă1];

ă ćšőřőľ |

Śőďěřęăŋĺě[n]: : : Śőďěřęăŋĺě[n-Ďńĺŋă2+1]

(ćěřÿĺŋż őąőĺţ śšěłőć ğăŕĺśăŋż ŕőśńěďŋĺňĺ).

6.1.4. Řěăńĺğőćăšĳ k śšěłőć ś ¡ńěňěŋšăňĺ šĺŕă T, őąźěě łőńĺůěśšćő ¡ńěňěŋšőć ć łőšőřżţ ŋě ŕřěćőśţőďĺš n, ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ňăśśĺćőć śşňňăřŋőľ ďńĺŋż C(n+ k), ğăšřăůĺćă£ ŋă łăęďőě ďěľśšćĺě śő śšěłăňĺ (łřőňě ŋăůăńĳŋżţ ďěľśšćĺľ, ďěńă¿źĺţ ćśě śšěłĺ ŕşśšżňĺ) ćřěň£ ŋě ąőńěě ŋěłőšőřőľ łőŋśšăŋšż C. (Łăł čőćőř£š, őąźă£ ďńĺŋă ňăśśĺćőć ďőńęŋă ążšĳ O(m + n), a ćřěň£ ŋă łăęďş¿ őŕěřăűĺ¿ | O(1).)

Řěÿěŋĺě. Ŕřĺňěŋ£ěňżľ ňěšőď ŋăğżćăěšś£ Àśśżńőůŋőľ řěăńĺğăűĺěľÁ. Őŋ ĺśŕőńĳğşěš šřĺ ňăśśĺćă:

Śőďěřęăŋĺě: array [1..n] of T; Śńěďş¿źĺľ: array [1..n] of 0..n; Ćěřÿĺŋă: array [1..k] of 0..n.

Ňăśśĺć Śőďěřęăŋĺě ąşďěň ĺğőąřăęăšĳ łăł n £ůěěł ś ŋőňěřăňĺ 1 : : :n, łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ śőďěřęĺš ¡ńěňěŋš šĺŕă T. Ňăśśĺć Śńěďş¿źĺľ ĺğőąřăğĺň ć ćĺďě śšřěńőł, ŕřőćěď£ śšřěńłş ĺğ i ć j, ěśńĺ Śńěďş¿źĺľ[i]=j. (Ěśńĺ Śńěďş¿źĺľ[i]=0, śšřěńőł ĺğ i ŋě ŕřőćőďĺň.) Śőďěřęĺňőě s-čő śšěłă (s ∈ 1 : : : k) ţřăŋĺšś£ šăł: ćěřÿĺŋă řăćŋă Śőďěřęăŋĺě[Ćěřÿĺŋă[s]], őśšăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż s-čő śšěłă ňőęŋő ŋăľšĺ, ĺď£ ŕő śšřěńłăň | ďő šěţ ŕőř, ŕőłă őŋĺ ŋě łőŋůăšś£. Ŕřĺ ¡šőň

(s-żľ śšěł ŕşśš) ⇔ Ćěřÿĺŋă[s]=0:

Śšřěńőůŋżě šřăěłšőřĺĺ, ćżţőď£źĺě ĺğ

Ćěřÿĺŋă[1]; : : :; Ćěřÿĺŋă[k]

(ĺğ šěţ, łőšőřżě ŋě řăćŋż 0) ŋě ďőńęŋż ŕěřěśěłăšĳś£. Ŕőňĺňő ŋĺţ, ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ěźě őďŋă śšřěńőůŋă£ šřăěłšőřĺ£, śőďěřęăźă£ ćśě ŋěĺśŕőńĳğşěňżě ć ďăŋŋżľ ňőňěŋš £ůěľłĺ. Ě-ě ŋăůăńő ňż ąşďěň ţřăŋĺšĳ ć ŕěřěňěŋŋőľ Śćőąőďŋă£ (řăćěŋśšćő Śćőąőďŋă£ = 0 őğŋăůăěš, ůšő ŕşśšőčő ňěśšă ŋě őśšăńőśĳ). Ćőš ŕřĺňěř:

Ćěřÿĺŋă

Śőďěřęăŋĺě

Śćőąőďŋă£ a p q d s t v w

Śőďěřęăŋĺě a p q d s t v w Śńěďş¿źĺľ 3 0 6 0 0 2 5 4 Ćěřÿĺŋă 1 7

Śćőąőďŋă£ = 8

Śšěłĺ: 1-żľ śőďěřęĺš p, t, q, a (a | ćěřÿĺŋă); 2-őľ śőďěřęĺš s, v (v | ćěřÿĺŋă).

procedure Ŋăůăšĳ_řăąőšş; {Ďěńăěš ćśě śšěłĺ ŕşśšżňĺ} var i: integer;

begin

for i := 1 to k do begin Ćěřÿĺŋă [i]:=0;

end;

for i := 1 to n-1 do begin Śńěďş¿źĺľ [i] := i+1;

end;

Śńěďş¿źĺľ [n] := 0; Śćőąőďŋă£:=1;

end;

function Ěśšĳ_ňěśšő: boolean; begin

Ěśšĳ_ňěśšő := (Śćőąőďŋă£ <> 0); end;

procedure Ďőąăćĺšĳ (t: T; s: integer);

{Ďőąăćĺšĳ t ł s-ňş śšěłş} var i: 1..n;

begin

{Ěśšĳ_ňěśšő} i := Śćőąőďŋă£;

Śćőąőďŋă£ := Śńěďş¿źĺľ [i]; Śńěďş¿źĺľ [i] := Ćěřÿĺŋă [s]; Ćěřÿĺŋă [s] :=i; Śőďěřęăŋĺě [i] := t;

end;

function Ŕşśš (s: integer): boolean; {s-żľ śšěł ŕşśš} begin

Ŕşśš := (Ćěřÿĺŋă [s] = 0); end;

procedure Ćğ£šĳ (var t: T; s: integer);

{ćğ£šĳ ĺğ s-čő śšěłă ć t} var i: 1..n; begin {not Ŕşśš (s)} i := Ćěřÿĺŋă [s]; t := Śőďěřęăŋĺě [i];

Ćěřÿĺŋă [s] := Śńěďş¿źĺľ [i]; Śńěďş¿źĺľ [i] := Śćőąőďŋă£; Śćőąőďŋă£ := i;

end;

function Ćěřÿĺŋă_śšěłă (s: integer): T;

{ćěřÿĺŋă s-čő śšěłă} begin

Ćěřÿĺŋă_śšěłă := Śőďěřęăŋĺě[Ćěřÿĺŋă[s]]; end;

6.2. Őůěřěďĺ

Ğŋăůěŋĺ£ňĺ šĺŕă Àőůěřěďĳ ¡ńěňěŋšőć šĺŕă TÁ, łăł ĺ ďń£ śšěłőć, £ćń£¿šś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ğŋăůěŋĺľ šĺŕă T. Řăğŋĺűă śőśšőĺš ć šőň, ůšő ąěřşšś£ ¡ńěňěŋšż ŋě ś łőŋűă, ă ś ŋăůăńă (ă ďőąăćń£¿šś£ ŕő-ŕřěęŋěňş ć łőŋěű).

Őŕěřăűĺĺ ś őůěřěď£ňĺ:

• Śďěńăšĳ ŕşśšőľ (var x: őůěřěďĳ ¡ńěňěŋšőć šĺŕă T);

• Ďőąăćĺšĳ (t:T, var x: őůěřěďĳ ¡ńěňěŋšőć šĺŕă T);

• Ćğ£šĳ (var t:T, var x: őůěřěďĳ ¡ńěňěŋšőć šĺŕă T);

• Ŕşśšă (x: őůěřěďĳ ¡ńěňěŋšőć šĺŕă T): boolean;

• Őůěřěďŋőľ (x: őůěřěďĳ ¡ńěňěŋšőć šĺŕă T): T.

Ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ łőňăŋďż ÀĎőąăćĺšĳÁ şłăğăŋŋżľ ¡ńěňěŋš ďőąăćń£ěšś£ ć łőŋěű őůěřěďĺ. Łőňăŋďă ÀĆğ£šĳÁ ćżŕőńŋĺňă, ńĺÿĳ ěśńĺ őůěřěďĳ ŋěŕşśšă, ĺ ğăąĺřăěš ĺğ ŋěě ŕěřćżľ (ŕőńőęěŋŋżľ šşďă řăŋĳÿě ćśěţ) ¡ńěňěŋš, ŕőňěźă£ ěčő ć t. Ğŋăůěŋĺěň ťşŋłűĺĺ ÀŐůěřěďŋőľÁ (őŕřěďěńěŋŋőľ ďń£ ŋěŕşśšőľ őůěřěďĺ) £ćń£ěšś£ ŕěřćżľ ¡ńěňěŋš őůěřěďĺ.

Ăŋčńĺľśłĺě ŋăğćăŋĺ£ śšěłőć | Last In First Out (ŕőśńěďŋĺň ćőÿ-ěń | ŕěřćżň ćżÿěń), ă őůěřěďěľ | First In First Out (ŕěřćżň ćőÿ-ěń | ŕěřćżň ćżÿěń). Śőłřăźěŋĺ£: LIFO, FIFO.

Řěăńĺğăűĺ£ őůěřěďěľ ć ňăśśĺćě

6.2.1. Řěăńĺğőćăšĳ őŕěřăűĺĺ ś őůěřěďĳ¿ őčřăŋĺůěŋŋőľ ďńĺŋż šăł, ůšőąż łőńĺůěśšćő ďěľśšćĺľ ďń£ łăęďőľ őŕěřăűĺĺ ążńő őčřăŋĺůěŋő łőŋśšăŋšőľ, ŋě ğăćĺś£źěľ őš ďńĺŋż őůěřěďĺ.

Řěÿěŋĺě. Ąşďěň ţřăŋĺšĳ ¡ńěňěŋšż őůěřěďĺ ć śőśěďŋĺţ ¡ńěňěŋšăţ ňăśśĺćă. Šőčďă őůěřěďĳ ąşďěš ŕřĺřăśšăšĳ śŕřăćă ĺ şążćăšĳ śńěćă. Ŕőśłőńĳłş ŕřĺ ¡šőň őŋă ňőęěš ďőľšĺ ďő łřă£, śćěřŋ-ěň ňăśśĺć ć őłřşęŋőśšĳ.

Ććěďěň ňăśśĺć

Śőďěřęăŋĺě: array [0..n-1] of T ĺ ŕěřěňěŋŋżě

Ŕěřćżľ: 0..n-1, Ďńĺŋă : 0..n.

Ŕřĺ ¡šőň ¡ńěňěŋšăňĺ őůěřěďĺ ąşďşš

Śőďěřęăŋĺě [Ŕěřćżľ], Śőďěřęăŋĺě [Ŕěřćżľ + 1],: : :, Śőďěřęăŋĺě [Ŕěřćżľ+Ďńĺŋă-1], čďě śńőęěŋĺě ćżŕőńŋ£ěšś£ ŕő ňőďşń¿ n. (Ŕřěďşŕřěęďěŋĺě. Ěśńĺ ćňěśšő ¡šőčő ććěśšĺ ŕěřěňěŋŋżě Ŕěřćżľ ĺ Ŕőśńěďŋĺľ, ğŋăůěŋĺ£ łőšőřżţ | ćżůěšż ŕő ňőďşń¿ n, šő ŕşśšă£ őůěřěďĳ ňőęěš ążšĳ śŕşšăŋă ś őůěřěďĳ¿ ĺğ n ¡ńěňěŋšőć.)

Őŕěřăűĺĺ ćżŕőńŋ£¿šś£ šăł: Śďěńăšĳ ŕşśšőľ:

Ďńĺŋă := 0; Ŕěřćżľ := 0;

Ďőąăćĺšĳ ¡ńěňěŋš:

{Ďńĺŋă < n} Śőďěřęăŋĺě [(Ŕěřćżľ + Ďńĺŋă) mod n] := ¡ńěňěŋš; Ďńĺŋă := Ďńĺŋă + 1;

Ćğ£šĳ ¡ńěňěŋš:

{Ďńĺŋă > 0} ¡ńěňěŋš := Śőďěřęăŋĺě [Ŕěřćżľ]; Ŕěřćżľ := (Ŕěřćżľ + 1) mod n; Ďńĺŋă := Ďńĺŋă - 1;

Ŕşśšă:

Ďńĺŋă = 0

Őůěřěďŋőľ:

Śőďěřęăŋĺě [Ŕěřćżľ]

6.2.2. (Śőőąźĺń Ă.Č. Łşÿŋĺřěŋłő) Ŕřĺďşňăšĳ śŕőśőą ňőďěńĺřőćăŋĺ£ őůěřěďĺ ś ŕőňőźĳ¿ ďćşţ śšěłőć (ĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőčő ůĺśńă ŕěřěňěŋŋżţ šĺŕă T). Ŕřĺ ¡šőň őšřăąőšłă n őŕěřăűĺľ ś őůěřěďĳ¿ (ŋăůăšżţ, łőčďă őůěřěďĳ ążńă ŕşśšă) ďőńęŋă šřěąőćăšĳ ŕőř£ďłă n ďěľśšćĺľ.

Řěÿěŋĺě. Ĺŋćăřĺăŋš: śšěłĺ, śőśšăćńěŋŋżě łőŋűăňĺ, őąřăğş¿š őůěřěďĳ. (Ŕěřěůĺśń££ ¡ńěňěŋšż őďŋőčő śšěłă ćčńşąĳ ĺ ğăšěň ¡ńěňěŋšż ćšőřőčő ŋăřşęş, ňż ŕěřěůĺśń£ěň ćśě ¡ńěňěŋšż őůěřěďĺ őš ŕěřćőčő ďő ŕőśńěďŋěčő.) §śŋő, ůšő ďőąăćńěŋĺě śćőďĺšś£ ł ďőąăćńěŋĺ¿ ł őďŋőňş ĺğ śšěłőć, ă ŕřőćěřłă ŕşśšőšż | ł ŕřőćěřłě ŕşśšőšż őąőĺţ śšěłőć. Ěśńĺ ňż ţőšĺň ćğ£šĳ ¡ńěňěŋš, ěśšĳ ďćă śńşůă£. Ěśńĺ śšěł, čďě ŋăţőďĺšś£ ŋăůăńő őůěřěďĺ, ŋě ŕşśš, šő ąěř-ěň ĺğ ŋěčő ¡ńěňěŋš. Ěśńĺ őŋ ŕşśš, šő ŕřěďćăřĺšěńĳŋő ŕěřěŕĺśżćăěň ć ŋěčő ćśě ¡ńěňěŋšż ćšőřőčő śšěłă, ňěŋ££ ŕőř£ďőł (¡šő ŕřőĺśţőďĺš śăňő śőąőľ ŕřĺ ŕěřěłńăďżćăŋĺĺ ĺğ śšěłă ć śšěł) ĺ śćőďĺň ďěńő ł ŕěřćőňş śńşůă¿. Ţőš£ ůĺśńő ďěľśšćĺľ ŋă ¡šőň ÿăčě ĺ ŋě őčřăŋĺůěŋő łőŋśšăŋšőľ, ŋő šřěąőćăŋĺě ğăďăůĺ ćżŕőńŋěŋő, šăł łăł łăęďżľ ¡ńěňěŋš őůěřěďĺ ňőęěš şůăśšćőćăšĳ ć ¡šőň ŕřőűěśśě ŋě ąőńěě őďŋőčő řăğă.

6.2.3. Ďěłőň ŋăğżćă¿š śšřşłšşřş, śőůěšă¿źş¿ őůěřěďĳ ĺ śšěł: łńăśšĳ ĺ ğăąĺřăšĳ ¡ńěňěŋšż ňőęŋő ś őąőĺţ łőŋűőć. Łăł řěăńĺğőćăšĳ ďěł őčřăŋĺůěŋŋőčő řăğňěřă ŋă ąăğě ňăśśĺćă šăł, ůšőąż łăęďă£ őŕěřăűĺ£ šřěąőćăńă őčřăŋĺůěŋŋőčő ůĺśńă ďěľśšćĺľ?

6.2.4. (Śőőąźĺń Ă.Č. Łşÿŋĺřěŋłő.) Ĺňěěšś£ ďěł ¡ńěňěŋšőć šĺŕă T ĺ łőŋěůŋőě ůĺśńő ŕěřěňěŋŋżţ šĺŕă T ĺ űěńőčő šĺŕă. Ć ŋăůăńĳŋőň śőśšő£ŋĺĺ ć ďěłě ŋěłőšőřőě ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć. Śőśšăćĺšĳ ŕřőčřăňňş, ŕőśńě ĺśŕőńŋěŋĺ£ łőšőřőľ ć ďěłě őśšăńĺśĳ ąż šě ęě śăňżě ¡ńěňěŋšż, ă ĺţ ůĺśńő ążńő ąż ć őďŋőľ ĺğ űěńżţ ŕěřěňěŋŋżţ.

[Şłăğăŋĺě. (1) İńěňěŋšż ďěłă ňőęŋő űĺłńĺůěśłĺ ŕěřěśšăćń£šĳ, ğăąĺřă£ ś őďŋőčő łőŋűă ĺ ŕőňěźă£ ć ďřşčőľ. Ŕőśńě ¡šőčő, śďěńăć śšőńĳłő ęě ÿăčőć ć őąřăšŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ, ňőęŋő ćěřŋşšĳ ćś-ě ŋă ňěśšő. (2) Łăł ŕőŋ£šĳ, ŕřőÿńĺ ňż ŕőńŋżľ łřşč ĺńĺ ŋě ŕřőÿńĺ? Ěśńĺ ąż łăłőľ-šő ¡ńěňěŋš ğăćěďőňő őšśşšśšćőćăń ć ďěłě, šő ňőęŋő ążńő ąż ěčő ŕőďśşŋşšĳ ĺ ęďăšĳ ćšőřĺůŋőčő ŕő£ćńěŋĺ£. Ŋő šăłĺţ ¡ńěňěŋšőć ŋěš. Ćňěśšő ¡šőčő ňőęŋő ďń£ ďăŋŋőčő n ćżŕőńŋĺšĳ űĺłńĺůěśłĺľ śďćĺč ŋă n ďćăęďż, ŕőďśşŋşć řăğŋżě ¡ńěňěŋšż, ĺ ŕőśňőšřěšĳ, ŕő£ć£šś£ ńĺ řăğŋżě ¡ńěňěŋšż ůěřěğ n ÿăčőć.]

Ŕřĺňěŋěŋĺě őůěřěďěľ

6.2.5. Ŋăŕěůăšăšĳ ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£ ŕěřćżě n ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń, ć řăğńőęěŋĺě łőšőřżţ ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ ćţőď£š šőńĳłő ůĺśńă 2, 3, 5.

Řěÿěŋĺě. Ććěďěň šřĺ őůěřěďĺ x2, x3, x5, ć łőšőřżţ ąşďěň ţřăŋĺšĳ ¡ńěňěŋšż, łőšőřżě ć 2 (3, 5) řăğ ąőńĳÿě ŋăŕěůăšăŋŋżţ, ŋő ěź-ě ŋě ŋăŕěůăšăŋż. Őŕřěďěńĺň ŕřőűěďşřş

procedure ŋăŕěůăšăšĳ_ĺ_ďőąăćĺšĳ (t: integer); begin

writeln (t);

Ďőąăćĺšĳ (2*t, x2); Ďőąăćĺšĳ (3*t, x3); Ďőąăćĺšĳ (5*t, x5);

end;

Ćőš śţěňă ŕřőčřăňňż:

...śďěńăšĳ x2, x3, x5 ŕşśšżňĺ ŋăŕěůăšăšĳ_ĺ_ďőąăćĺšĳ (1); k := 1; { k - ůĺśńő ŋăŕěůăšăŋŋżţ } {ĺŋćăřĺăŋš: ŋăŕěůăšăŋő ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£ k ňĺŋĺňăńĳŋżţ ůńěŋőć ŋşęŋőčő ňŋőęěśšćă; ć őůěřěď£ţ ¡ńěňěŋšż, ćďćőě, ćšřőě ĺ ćŕ£šěřő ąőńĳÿĺě ŋăŕěůăšăŋŋżţ, ŋő ŋě ŋăŕěůăšăŋŋżě, řăśŕőńőęěŋŋżě ć ćőğřăśšă¿źěň ŕőř£ďłě} while k <> n do begin

x := min (őůěřěďŋőľ(x2), őůěřěďŋőľ(x3), őůěřěďŋőľ(x5)); ŋăŕěůăšăšĳ_ĺ_ďőąăćĺšĳ (x); k := k+1;

...ćğ£šĳ x ĺğ šěţ őůěřěďěľ, čďě őŋ ążń őůěřěďŋżň; end;

Ŕşśšĳ ĺŋćăřĺăŋš ćżŕőńŋ£ěšś£. Řăśśňőšřĺň ŋăĺňěŋĳÿĺľ ĺğ ŋěŋăŕěůăšăŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć ňŋőęěśšćă; ŕşśšĳ ¡šő x. Šőčďă őŋ ďěńĺšś£ ŋăűěńő ŋă őďŋő ĺğ ůĺśěń 2, 3, 5, ĺ ůăśšŋőě šăłęě ŕřĺŋăďńěęĺš ňŋőęěśšćş. Ğŋăůĺš, őŋő ŋăŕěůăšăŋő. Ğŋăůĺš, x ŋăţőďĺšś£ ć őďŋőľ ĺğ őůěřěďěľ ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, £ćń£ěšś£ ć ŋěľ ŕěřćżň (ňěŋĳÿĺě ŋăŕěůăšăŋż, ă ¡ńěňěŋšż őůěřěďěľ ŋě ŋăŕěůăšăŋż). Ŋăŕěůăšăć x, ňż ďőńęŋż ěčő ĺğž£šĳ ĺ ďőąăćĺšĳ ěčő łřăšŋżě.

Ďńĺŋż őůěřěďěľ ŋě ŕřěćőśţőď£š ůĺśńă ŋăŕěůăšăŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć.

Śńěďş¿źă£ ğăďăůă ść£ğăŋă ś čřăťăňĺ (ł łőšőřżň ňż ćěřŋ-ěňś£ ć čńăćě 9).

Ŕşśšĳ ğăďăŋő łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő, ¡ńěňěŋšż łőšőřőčő ŋăğżćă¿š ćěřÿĺŋăňĺ, ă šăłęě ŋěłőšőřőě ňŋőęěśšćő şŕőř£ďőůěŋŋżţ ŕăř ćěřÿĺŋ, ŋăğżćăěňżţ řěąřăňĺ. Ć ¡šőň śńşůăě čőćőř£š, ůšő ğăďăŋ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ čřăť. Ŕăřş ⟨p; q⟩ ŋăğżćă¿š řěąřőň ś ŋăůăńőň p ĺ łőŋűőň q; čőćőř£š šăłęě, ůšő őŋő ćżţőďĺš ĺğ ćěřÿĺŋż p ĺ ćţőďĺš ć ćěřÿĺŋş q. Őążůŋő ćěřÿĺŋż čřăťă ĺğőąřăęă¿š šőůłăňĺ, ă ř-ěąřă | śšřěńłăňĺ, ćěďşźĺňĺ ĺğ ŋăůăńă ć łőŋěű. (Ć śőőšćěšśšćĺĺ ś őŕřěďěńěŋĺěň ĺğ ďăŋŋőľ ćěřÿĺŋż ć ďăŋŋş¿ ćěďěš ŋě ąőńěě őďŋőčő řěąřă; ćőğňőęŋż ř-ěąřă, ş łőšőřżţ ŋăůăńő śőćŕăďăěš ś łőŋűőň.)

6.2.6. Ĺğćěśšŋő, ůšő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ čřăť ść£ğěŋ, š. ě. ĺğ ń¿ąőľ ćěřÿĺŋż ňőęŋő ŕřőľšĺ ć ń¿ąş¿ ŕő ř-ěąřăň. Łřőňě šőčő, ĺğ łăęďőľ ćěřÿĺŋż ćżţőďĺš śšőńĳłő ęě ř-ěąěř, śłőńĳłő ćţőďĺš. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš ğăňłŋşšżľ űĺłń, ŕřőţőď£źĺľ ŕő łăęďőňş řěąřş řőćŋő őďĺŋ řăğ. Śőśšăćĺšĳ ăńčőřĺšň őšżśłăŋĺ£ šăłőčő űĺłńă.

Řěÿěŋĺě. Ğňě-ěľ ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŋěŕşśšş¿ őůěřěďĳ ĺğ ćěřÿĺŋ, ć łőšőřőľ ń¿ążě ďćě ćěřÿĺŋż śőěďĺŋěŋż řěąřőň čřăťă (ŋăůăńőň £ćń£ěšś£ šă ćěřÿĺŋă, łőšőřă£ ąńĺęě ł ŋăůăńş őůěřěďĺ). Śšő£źă£ ć ŋăůăńě őůěřěďĺ ćěřÿĺŋă ąşďěš ţćőśšőň ğňěĺ, ŕőśńěďŋ££ | čőńőćőľ. Ŋă řĺśşŋłě ğňě£ ĺğőąřăğĺšś£ ć ćĺďě űěŕĺ ř-ěąěř čřăťă, śšřěńłĺ ćěďşš őš ţćőśšă ł čőńőćě. Ďőąăćńěŋĺě ćěřÿĺŋż ć őůěřěďĳ śőőšćěšśšćşěš řőśšş ğňěĺ ś čőńőćż, ćğ£šĺě ćěřÿĺŋż | őšřěğăŋĺ¿ łőŋůĺłă ţćőśšă.

Ćŋăůăńě ğňě£ śőśšőĺš ĺğ ěďĺŋśšćěŋŋőľ ćěřÿĺŋż. Ďăńěě ňż śńěďşěň šăłőňş ŕřăćĺńş:

while ğňě£ ćłń¿ůăěš ŋě ćśě řěąřă do begin if ĺğ čőńőćż ćżţőďĺš ŋě ćţőď£źěě ć ğňě¿ řěąřő then begin şďńĺŋĺšĳ ğňě¿ ¡šĺň řěąřőň end else begin

{čőńőćă ğňěĺ ć šőľ ęě ćěřÿĺŋě, ůšő ĺ ţćőśš} őšřěğăšĳ łőŋěű ţćőśšă ĺ ďőąăćĺšĳ ěčő ł čőńőćě {"ğňě£ őšłşśżćăěš łőŋěű ţćőśšă"} end;

end;

Ďőłăęěň, ůšő ňż ďőśšĺčŋěň űěńĺ.

(1) Ĺď£ ŕő ğňěě őš ţćőśšă ł čőńőćě, ňż ćţőďĺň ć łăęďş¿ ćěřÿĺŋş śšőńĳłő ęě řăğ, śłőńĳłő ćżţőďĺň. Šăł łăł ć ń¿ąş¿ ćěřÿĺŋş ćţőďĺš śšőńĳłő ęě ř-ěąěř, śłőńĳłő ćżţőďĺš, šő ŋěćőğňőęŋőśšĳ ćżľšĺ őğŋăůăěš, ůšő čőńőćă ğňěĺ ć šőľ ęě šőůłě, ůšő ĺ ţćőśš.

(2) Ğňě£ ŋě şłőřăůĺćăěšś£, ŕő¡šőňş ńĺąő őŋă őţćăšĺš ćśě ř-ěąřă, ńĺąő, ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőčő ňőňěŋšă, ąşďěš ĺňěšĳ ŕőśšő£ŋŋş¿ ďńĺŋş. Ćő ćšőřőň śńşůăě ğňě£ ąşďěš ąěśłőŋěůŋő Àśłőńĳğĺšĳ ŕő śěąěÁ. İšő ćőğňőęŋő, šőńĳłő ěśńĺ ĺğ ćśěţ ćěřÿĺŋ ğňěĺ ŋě ćżţőďĺš ŋěĺśŕőńĳğőćăŋŋżţ řěąěř. Ć ¡šőň śńşůăě ĺğ ść£ğŋőśšĺ śńěďşěš, ůšő ğňě£ ŕřőţőďĺš ŕő ćśěň ř-ěąřăň.

Ğăňěůăŋĺě ŕő řěăńĺğăűĺĺ ŋă ŕăśłăńě. Ćěřÿĺŋăňĺ čřăťă ąşďěň śůĺšăšĳ ůĺśńă 1 : : : n. Ďń£ łăęďőľ ćěřÿĺŋż i ąşďěň ţřăŋĺšĳ ůĺśńő Out[i] ćżţőď£źĺţ ĺğ ŋě-ě ř-ěąěř, ă šăłęě ŋőňěřă Num[i][1],: : :,Num[i][Out[i]] šěţ ćěřÿĺŋ, łşďă ¡šĺ ř-ěąřă ćěďşš. Ć ŕřőűěśśě ŕőśšřőěŋĺ£ ğňěĺ ąşďěň ćżąĺřăšĳ ŕěřćőě śćőąőďŋőě řěąřő. Šőčďă ďőśšăšőůŋő ţřăŋĺšĳ ďń£ łăęďőľ ćěřÿĺŋż ůĺśńő ćżţőď£źĺţ ĺğ ŋěě ĺśŕőńĳğőćăŋŋżţ ř-ěąěř | ¡šő ąşďşš ř-ěąřă, ĺďşźĺě ć ŋăůăńě śŕĺśłă.

6.2.7. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ćś£łőčő n śşźěśšćşěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋşńěľ ĺ ěďĺŋĺű ďńĺŋż 2^n śő śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň: ěśńĺ Àśćěřŋşšĳ ě-ě ć łőńĳűőÁ ĺ řăśśňőšřěšĳ ćśě ťřăčňěŋšż ďńĺŋż n (ĺţ ůĺśńő řăćŋő 2^n), šő ňż ŕőńşůĺň ćśě ćőğňőęŋżě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋşńěľ ĺ ěďĺŋĺű ďńĺŋż n. Ŕőśšřőĺšĳ ăńčőřĺšň őšżśłăŋĺ£ šăłőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, šřěąş¿źĺľ ŋě ąőńěě C^n ďěľśšćĺľ ďń£ ŋěłőšőřőľ łőŋśšăŋšż C.

[Şłăğăŋĺě. Řăśśňőšřĺň čřăť, ćěřÿĺŋăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋşńěľ ĺ ěďĺŋĺű ďńĺŋż n − 1. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ĺğ ćěřÿĺŋż x ćěďěš řěąřő ć ćěřÿĺŋş y, ěśńĺ x ňőęěš ążšĳ ŋăůăńőň, ă y | łőŋűőň ŋěłőšőřőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ďńĺŋż n. Šőčďă ĺğ łăęďőľ ćěřÿĺŋż ćţőďĺš ĺ ćżţőďĺš ďćă řěąřă. Űĺłń, ŕřőţőď£źĺľ ŕő ćśěň ř-ěąřăň, ĺ ďăśš šřěąşěňş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ.]

6.2.8. Řěăńĺğőćăšĳ k őůěřěďěľ ś őčřăŋĺůěŋŋőľ śşňňăřŋőľ ďńĺŋőľ n, ĺśŕőńĳğş£ ŕăň£šĳ O(n + k) [= ŋě ąőńěě C(n + k) ďń£ ŋěłőšőřőľ łőŋśšăŋšż C], ŕřĺůěň łăęďă£ őŕěřăűĺ£ (łřőňě ŋăůăńĳŋőľ, ďěńă¿źěľ ćśě őůěřěďĺ ŕşśšżňĺ) ďőńęŋă šřěąőćăšĳ őčřăŋĺůěŋŋőčő łőŋśšăŋšőľ ůĺśńă ďěľśšćĺľ.

Řěÿěŋĺě. Ďěľśšćşěň ăŋăńőčĺůŋő śśżńőůŋőľ řěăńĺğăűĺĺ śšěłőć: ňż ŕőňŋĺň (ďń£ łăęďőľ őůěřěďĺ) ŕěřćőčő, łăęďżľ şůăśšŋĺł őůěřěďĺ ŕőňŋĺš śńěďş¿źěčő ğă ŋĺň (ďń£ ŕőśńěďŋěčő śůĺšăěšś£, ůšő ğă ŋĺň śšőĺš ťĺłšĺćŋżľ ¡ńěňěŋš ś ŋőňěřőň 0). Łřőňě šőčő, ňż ďőńęŋż ďń£ łăęďőľ őůěřěďĺ ğŋăšĳ ŕőśńěďŋěčő (ěśńĺ őŋ ěśšĳ) | ĺŋăůě ŋě şďăśšś£ ďőąăćń£šĳ. Łăł ĺ ďń£ śšěłőć, őšďěńĳŋő ěśšĳ űěŕĳ śćőąőďŋżţ £ůěěł. Ğăňěšĺň, ůšő ďń£ ŕşśšőľ őůěřěďĺ ĺŋťőřňăűĺ£ ő ŕőśńěďŋěň ¡ńěňěŋšě šěř£ěš śňżśń | ŋő őŋă ĺ ŋě ĺśŕőńĳğşěšś£ ŕřĺ ďőąăćńěŋĺĺ.

Śőďěřęăŋĺě: array [1..n] of T; Śńěďş¿źĺľ: array [1..n] of 0..n; Ŕěřćżľ: array [1..k] of 0..n; Ŕőśńěďŋĺľ: array [1..k] of 0..n; Śćőąőďŋă£ : 0..n;

procedure Śďěńăšĳ_ŕşśšżň;

var i: integer; begin

for i := 1 to n-1 do begin Śńěďş¿źĺľ [i] := i + 1;

end;

Śńěďş¿źĺľ [n] := 0; Śćőąőďŋă£ := 1;

for i := 1 to k do begin Ŕěřćżľ [i]:=0;

end; end;

function Ěśšĳ_ňěśšő : boolean; begin

Ěśšĳ_ňěśšő := Śćőąőďŋă£ <> 0; end;

function Ŕşśšă (ŋőňěř_őůěřěďĺ: integer): boolean; begin

Ŕşśšă := Ŕěřćżľ [ŋőňěř_őůěřěďĺ] = 0; end;

procedure Ćğ£šĳ (var t: T; ŋőňěř_őůěřěďĺ: integer);

var ŕěřć: integer; begin

{not Ŕşśšă (ŋőňěř_őůěřěďĺ)} ŕěřć := Ŕěřćżľ [ŋőňěř_őůěřěďĺ]; t := Śőďěřęăŋĺě [ŕěřć] Ŕěřćżľ [ŋőňěř_őůěřěďĺ] := Śńěďş¿źĺľ [ŕěřć]; Śńěďş¿źĺľ [ŕěřć] := Śćőąőďŋă£; Śćőąőďŋă£ := ŕěřć;

end;

procedure Ďőąăćĺšĳ (t: T; ŋőňěř_őůěřěďĺ: integer);

var ŋőć, ŕőśń: 1..n; begin

{Ěśšĳ_ňěśšő } ŋőć := Śćőąőďŋă£; Śćőąőďŋă£ := Śńěďş¿źĺľ [Śćőąőďŋă£]; {ĺğ śŕĺśłă śćőąőďŋőčő ňěśšă ĺğž£š ŋőňěř ŋőć} if Ŕşśšă (ŋőňěř_őůěřěďĺ) then begin

Ŕěřćżľ [ŋőňěř_őůěřěďĺ] := ŋőć; Ŕőśńěďŋĺľ [ŋőňěř_őůěřěďĺ] := ŋőć; Śńěďş¿źĺľ [ŋőć] := 0; Śőďěřęăŋĺě [ŋőć] := t;

end else begin

ŕőśń := Ŕőśńěďŋĺľ [ŋőňěř_őůěřěďĺ]; {Śńěďş¿źĺľ [ŕőśń] = 0 } Śńěďş¿źĺľ [ŕőśń] := ŋőć;

Śńěďş¿źĺľ [ŋőć] := 0; Śőďěřęăŋĺě [ŋőć] := t Ŕőśńěďŋĺľ [ŋőňěř_őůěřěďĺ] := ŋőć;

end; end;

function Őůěřěďŋőľ (ŋőňěř_őůěřěďĺ: integer): T; begin

Őůěřěďŋőľ := Śőďěřęăŋĺě [Ŕěřćżľ [ŋőňěř_őůěřěďĺ]]; end;

6.2.9. Šă ęě ğăďăůă ďń£ ďěłőć ćňěśšő őůěřěďěľ.

[Şłăğăŋĺě. Ďěł | śšřşłšşřă śĺňňěšřĺůŋă£, ŕő¡šőňş ŋăďő ţřăŋĺšĳ śśżńłĺ ć őąě śšőřőŋż (ćŕěř-ěď ĺ ŋăğăď). Ŕřĺ ¡šőň şďőąŋő ł łăęďőňş ďěłş ďőąăćĺšĳ ťĺłšĺćŋżľ ¡ńěňěŋš, ğăňłŋşć ěčő ć łőńĳűő, ĺ šőůŋő šăłőě ęě łőńĳűő őąřăğőćăšĳ ĺğ śćőąőďŋżţ ŕőğĺűĺľ.]

Ć śńěďş¿źěľ ğăďăůě ďěł ĺśŕőńĳğşěšś£ ďń£ ţřăŋěŋĺ£ ćěřÿĺŋ ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă.

6.2.10. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ğăďăŋő n šőůěł, ŕřőŋşňěřőćăŋŋżţ śńěćă ŋăŕřăćő (ă ŕřĺ řăćŋżţ ăąśűĺśśăţ | śŋĺğş ććěřţ). Śőśšăćĺšĳ ŕřőčřăňňş, łőšőřă£ śšřőĺš ňŋőčőşčőńĳŋĺł, £ćń£¿źĺľś£ ĺţ ćżŕşłńőľ őąőńőůłőľ, ğă O(n) [= ŋě ąőńěě ůěň Cn] ďěľśšćĺľ.

Řěÿěŋĺě. Ąşďěň ŕřĺśőěďĺŋ£šĳ šőůłĺ ł ćżŕşłńőľ őąőńőůłě őďŋă ğă ďřşčőľ. Ńěčłő ŕőłăğăšĳ, ůšő ŕőśńěďŋ££ ŕřĺśőěďĺŋ-ěŋŋă£ šőůłă ąşďěš őďŋőľ ĺğ ćěřÿĺŋ ćżŕşłńőľ őąőńőůłĺ. İšş ćěřÿĺŋş ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ćżďěńěŋŋőľ. Őůěřěďŋă£ ŕřĺśőěďĺŋ£ěňă£ šőůłă ćĺďŋă ĺğ ćżďěńěŋŋőľ (ŕőůěňş?). Ďőŕőńŋĺň ŋăÿ ňŋőčőşčőńĳŋĺł, ćżŕşśšĺć ĺğ ćżďěńěŋŋőľ ćěřÿĺŋż ÀĺčńşÁ, ćěďşźş¿ ć ŕřĺśőěďĺŋ£ěňş¿ šőůłş. Ŕőńşůĺšś£ ćżřőęďěŋŋżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł, ĺ őśšăěšś£ ńĺłćĺďĺřőćăšĳ ć ŋěň ÀćŕşłńőśšĺÁ.

t t t t

t t t t

� � �PPPPPP PA AA AA � � � BB BB BB B HHH HHH HHH ıııı ıııı ıııı ıı

Ąşďěň ţřăŋĺšĳ ćěřÿĺŋż ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ć ďěłě ć ŕőř£ďłě őąţőďă ěčő ŕěřĺňěšřă ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě. Ŕřĺ ¡šőň ćżďěńěŋŋă£ ćěřÿĺŋă £ćń£ěšś£ ŋăůăńőň ĺ łőŋűőň (čőńőćőľ ĺ ţćőśšőň) ďěłă. Ŕřĺśőěďĺŋěŋĺě ÀĺčńżÁ šěŕěřĳ śőśšőĺš ć ďőąăćńěŋĺĺ ŕřĺśőěďĺŋ£ěňőľ ćěřÿĺŋż ć čőńőćş ĺ ć ţćőśš ďěłă. Şśšřăŋěŋĺě ćŕşłńőśšěľ ŋěśłőńĳłő ąőńěě śńőęŋő. Ŋăğőćěň ŕőďţćőśšőň ĺ ŕőďŕőďţćőśšőň ¡ńěňěŋšż ďěłă, śšő£źĺě ğă ěčő ţćőśšőň. Şśšřăŋěŋĺě ćŕşłńőśšĺ ş ţćőśšă ďěńăěšś£ šăł:

while ŕő ďőřőčě ĺğ ţćőśšă ć ŕőďŕőďţćőśš ňż ŕőćőřăůĺćăěň ş ŕőďţćőśšă ćńěćő ("ćŕşłńőśšĳ") do begin ćżłĺŋşšĳ ŕőďţćőśš ĺğ ďěłă end Šăłĺň ęě śŕőśőąőň şśšřăŋ£ěšś£ ćŕşłńőśšĳ ş čőńőćż ďěłă.

Ğăňěůăŋĺě. Ďěľśšćĺ£ ś ŕőďţćőśšőň ĺ ŕőďŕőďţćőśšőň ŋě ćţőď£š ć őŕřěďěńěŋĺě ďěłă, őďŋăłő śćőď£šś£ ł ŋěąőńĳÿőňş ůĺśńş ňăŋĺŕşń£űĺľ ś ďěłőň (ŋăďő ğăąřăšĳ šřĺ ¡ńěňěŋšă ś ţćőśšă, śďěńăšĳ ůšő ŋăďő ĺ ćěřŋşšĳ).

Ěź-ě őďŋő ğăňěůăŋĺě. Ěśšĳ ďćă ćżřőęďěŋŋżţ śńşůă£: ěśńĺ ňż ćőőąźě ŋě ŕőćőřăůĺćăěň ş ŕőďţćőśšă (š. ě. šřĺ śőśěďŋĺě ćěřÿĺŋż ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ) ĺ ěśńĺ ňż ŕőćőřăůĺćăěň ŋă 180^∘ (šăł ążćăěš, ěśńĺ ŋăÿ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ěśšĳ ďćşşčőńĳŋĺł). Ć ŕěřćőň śńşůăě ŕőďţćőśš śšőĺš şďăńĺšĳ (ůšőąż ć ćżŕşłńőľ őąőńőůłě ŋě ążńő ńĺÿŋĺţ ćěřÿĺŋ), ă ćő ćšőřőň śńşůăě | őą£ğăšěńĳŋő őśšăćĺšĳ.

6.3. Ňŋőęěśšćă

Ŕşśšĳ T | ŋěłőšőřżľ šĺŕ. Śşźěśšćşěš ňŋőčő śŕőśőąőć ţřăŋĺšĳ (łőŋěůŋżě) ňŋőęěśšćă ¡ńěňěŋšőć šĺŕă T; ćżąőř ňěęďş ŋĺňĺ őŕřěďěń£ěšś£ šĺŕőň T ĺ ŋăąőřőň šřěąşěňżţ őŕěřăűĺľ.

Ŕőďňŋőęěśšćă ňŋőęěśšćă {1 : : :n}

6.3.1. Ĺśŕőńĳğş£ ŕăň£šĳ O(n) [= ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋş¿ n], ţřăŋĺšĳ ŕőďňŋőęěśšćă ňŋőęěśšćă {1 : : :n}.

Őŕěřăűĺĺ Ůĺśńő ďěľśšćĺľ

Śďěńăšĳ ŕşśšżň Cn Ŕřőćěřĺšĳ ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ C Ďőąăćĺšĳ C Şďăńĺšĳ C Ňĺŋĺňăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš Cn Ŕřőćěřłă ŕşśšőšż Cn Řěÿěŋĺě. Ţřăŋĺň ňŋőęěśšćő łăł array [1..n] of Boolean. 6.3.2. Šő ęě, ŋő ŕřőćěřłă ŕşśšőšż ďőńęŋă ćżŕőńŋ£šĳś£ ğă ćřěň£ C. Řěÿěŋĺě. Ţřăŋĺň ďőŕőńŋĺšěńĳŋő łőńĺůěśšćő ¡ńěňěŋšőć. 6.3.3. Šő ęě ŕřĺ śńěďş¿źĺţ őčřăŋĺůěŋĺ£ţ ŋă ůĺśńő ďěľśšćĺľ:

Őŕěřăűĺĺ Ůĺśńő ďěľśšćĺľ

Śďěńăšĳ ŕşśšżň Cn Ŕřőćěřĺšĳ ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ C Ďőąăćĺšĳ C Şďăńĺšĳ Cn Ňĺŋĺňăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš C Ŕřőćěřłă ŕşśšőšż C

Řěÿěŋĺě. Ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ţřăŋĺň ňĺŋĺňăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš ňŋőęěśšćă.

6.3.4. Šő ęě ŕřĺ śńěďş¿źĺţ őčřăŋĺůěŋĺ£ţ ŋă ůĺśńő ďěľśšćĺľ:

Őŕěřăűĺĺ Ůĺśńő ďěľśšćĺľ

Śďěńăšĳ ŕşśšżň Cn Ŕřőćěřĺšĳ ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ C Ďőąăćĺšĳ Cn Şďăńĺšĳ C Ňĺŋĺňăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš C Ŕřőćěřłă ŕşśšőšż C Řěÿěŋĺě. Ţřăŋĺň ňĺŋĺňăńĳŋżľ, ă ďń£ łăęďőčő | śńěďş¿źĺľ ĺ ŕřěďżďşźĺľ ŕő ćěńĺůĺŋě.

Ňŋőęěśšćă űěńżţ ůĺśěń

Ć śńěďş¿źĺţ ğăďăůăţ ćěńĺůĺŋă ¡ńěňěŋšőć ňŋőęěśšćă ŋě őčřăŋĺůěŋă, ŋő ĺţ łőńĺůěśšćő ŋě ŕřěćőśţőďĺš n.

6.3.5. Ŕăň£šĳ Cn.

Őŕěřăűĺĺ Ůĺśńő ďěľśšćĺľ

Śďěńăšĳ ŕşśšżň C Ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć C Ŕřőćěřĺšĳ ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ Cn Ďőąăćĺšĳ ŋőćżľ (ğăćěďőňő őšśşšśšćş¿źĺľ) C Şďăńĺšĳ Cn Ňĺŋĺňăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš Cn Ćğ£šĳ łăłőľ-šő ¡ńěňěŋš C

Řěÿěŋĺě. Ňŋőęěśšćő ŕřěďśšăćń£ěň ś ŕőňőźĳ¿ ŕěřěňěŋŋżţ

a:array [1..n] of integer, k: 0..n;

ňŋőęěśšćő śőďěřęĺš k ¡ńěňěŋšőć a[1]; : : :a[k]; ćśě őŋĺ řăğńĺůŋż. Ŕő śşźěśšćş ňż ţřăŋĺň ¡ńěňěŋšż ňŋőęěśšćă ć śšěłě (ąěğ ŕőćšőřěŋĺľ). Ś šěň ęě şśŕěţőň ňőęŋő ążńő ąż ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ őůěřěďĳ¿ ćňěśšő śšěłă.

6.3.6. Ŕăň£šĳ Cn.

Őŕěřăűĺĺ Ůĺśńő ďěľśšćĺľ Śďěńăšĳ ŕşśšżň C Ŕřőćěřĺšĳ ŕşśšőšş C Ŕřőćěřĺšĳ ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ C log n Ďőąăćĺšĳ Cn Şďăńĺšĳ Cn Ňĺŋĺňăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš C

Řěÿěŋĺě. Śň. řěÿěŋĺě ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ś ďőŕőńŋĺšěńĳŋżň şśńőćĺěň a[1] ¡ : : : ¡ a[k]. Ŕřĺ ŕřőćěřłě ŕřĺŋăďńěęŋőśšĺ ĺśŕőńĳğşěň ďćőĺůŋżľ ŕőĺśł.

Ć śńěďş¿źěľ ğăďăůě ŕőńěğŋő łőňąĺŋĺřőćăšĳ řăğŋżě śŕőśőąż. 6.3.7. Ĺśŕőńĳğş£ őŕĺśăŋŋżě śŕőśőąż ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ňŋőęěśšć, ŋăľšĺ ćśě ćěřÿĺŋż őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő čřăťă, ďőśšşŕŋżě ĺğ ďăŋŋőľ ŕő ř-ěąřăň. (Ćěřÿĺŋż śůĺšăěň ůĺśńăňĺ 1 : : :n.) Ćřěň£ ŋě ąőńĳÿě C · (őąźěě ůĺśńő ř-ěąěř, ćżţőď£źĺţ ĺğ ďőśšşŕŋżţ ćěřÿĺŋ).

Řěÿěŋĺě. (Ďřşčőě řěÿěŋĺě śňőšřĺ ć čńăćě ő řěłşřśĺĺ.) Ŕşśšĳ num[i] | ůĺśńő řěąěř, ćżţőď£źĺţ ĺğ i, ă out[i][1],: : :, out[i][num[i]] | ćěřÿĺŋż, łşďă ćěďşš ř-ěąřă ĺğ ćěřÿĺŋż i.

procedure Ďőśšşŕŋżě (i: integer);

{ŋăŕěůăšăšĳ ćśě ćěřÿĺŋż, ďőśšşŕŋżě ĺğ i, ćłń¿ůă£ i} var X: ŕőďňŋőęěśšćő 1..n;

P: ŕőďňŋőęěśšćő 1..n; q, v, w: 1..n; k: integer;

begin

...śďěńăšĳ X, P ŕşśšżňĺ; writeln (i);

...ďőąăćĺšĳ i ł X, P;

{(1) P = ňŋőęěśšćő ŋăŕěůăšăŋŋżţ ćěřÿĺŋ; P śőďěřęĺš i; (2) ŋăŕěůăšăŋż šőńĳłő ďőśšşŕŋżě ĺğ i ćěřÿĺŋż; (3) X - ŕőďňŋőęěśšćő P;

(4) ćśě ŋăŕěůăšăŋŋżě ćěřÿĺŋż, ĺğ łőšőřżţ ćżţőďĺš řěąřő ć ŋěŋăŕěůăšăŋŋş¿ ćěřÿĺŋş, ŕřĺŋăďńěęăš X} while X ŋěŕşśšő do begin

...ćğ£šĳ łăłőľ-ŋĺąşďĳ ¡ńěňěŋš X ć v; for k := 1 to num [v] do begin w := out [v][k];

if w ŋě ŕřĺŋăďńěęĺš P then begin

writeln (w); ďőąăćĺšĳ w ć P; ďőąăćĺšĳ w ć X;

end; end;

end; end;

Śćőľśšćő (1) ŋě ŋăřşÿăěšś£, šăł łăł ŕěůăšĳ ŕřőĺśţőďĺš őďŋőćřěňěŋŋő ś ďőąăćńěŋĺěň ć P. Śćőľśšćă (2): řăğ v ążńő ć X, šő v ďőśšşŕŋő, ŕő¡šőňş w ďőśšşŕŋő. Śćőľśšćő (3) őůěćĺďŋő. Śćőľśšćő (4): ňż şďăńĺńĺ ĺğ X ¡ńěňěŋš v, ŋő ćśě ćěřÿĺŋż, łşďă ĺğ v ĺďşš ř-ěąřă, ŕěřěď ¡šĺň ŋăŕěůăšăŋż.

Őűěŋłă ćřěňěŋĺ řăąőšż. Ğăňěšĺň, ůšő ĺğž£šżě ĺğ X ¡ńěňěŋšż ąőńĳÿě šşďă ŋě ďőąăćń£¿šś£, šăł łăł őŋĺ ć ňőňěŋš ĺğž£šĺ£ (ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ćśěčďă ŕőğęě) ŕřĺŋăďńěęăš P, ă ďőąăćń£¿šś£ šőńĳłő ¡ńěňěŋšż ŋě ĺğ P. Ŕő¡šőňş šěńő űĺłńă while ďń£ łăęďőľ ďőśšşŕŋőľ ćěřÿĺŋż ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋě ąőńěě, ůěň ŕő řăğş, ŕřĺ ¡šőň šěńő űĺłńă for ćżŕőńŋ£ěšś£ śšőńĳłő řăğ, śłőńĳłő ĺğ ćěřÿĺŋż ćżţőďĺš ř-ěąěř.

Ďń£ X ŋăďő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ŕřěďśšăćńěŋĺě śő śšěłőň ĺńĺ őůěřěďĳ¿ (śň. ćżÿě), ďń£ P | ąşńěćśłĺľ ňăśśĺć.

6.3.8. Řěÿĺšĳ ŕřěďżďşźş¿ ğăďăůş, ěśńĺ šřěąşěšś£, ůšőąż ďőśšşŕŋżě ćěřÿĺŋż ŕěůăšăńĺśĳ ć šăłőň ŕőř£ďłě: śŋăůăńă ğăďăŋŋă£ ćěřÿĺŋă, ŕőšőň ě-ě śőśěďĺ, ŕőšőň śőśěďĺ śőśěďěľ (ěźě ŋě ŋăŕěůăšăŋŋżě) ĺ š.ď.

[Şłăğăŋĺě. Šăł ŕőńşůĺšś£, ěśńĺ ĺśŕőńĳğőćăšĳ őůěřěďĳ ďń£ ţřăŋěŋĺ£ X ć ŕřĺćěď-ěŋŋőň ćżÿě řěÿěŋĺĺ: ďőłăęĺšě ĺŋďşłűĺěľ ŕő k, ůšő śşźěśšćşěš ňőňěŋš, ć łőšőřżľ ŋăŕěůăšăŋż ćśě ćěřÿĺŋż ŋă řăśśšő£ŋĺĺ ŋě ąőńĳÿě k, ă ć őůěřěďĺ ŋăţőď£šś£ ćśě ćěřÿĺŋż, şďăńěŋŋżě řőćŋő ŋă k.]

Ąőńěě śńőęŋżě śŕőśőąż ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ňŋőęěśšć ąşďşš řăğőąřăŋż ć čńăćăţ 11 (ţěÿĺřőćăŋĺě) ĺ 12 (ďěřěćĳ£).

6.4. Řăğŋżě ğăďăůĺ

6.4.1. Řěăńĺğőćăšĳ śšřşłšşřş ďăŋŋżţ, łőšőřă£ ĺňěěš ćśě šě ęě őŕěřăűĺĺ, ůšő ňăśśĺć ďńĺŋż n, ă ĺňěŋŋő

• ŋăůăšĳ řăąőšş;

• ŕőńőęĺšĳ ć i-¿ £ůěľłş ůĺśńő x;

• şğŋăšĳ, ůšő ńěęĺš ć i-őľ £ůěľłě;

ă šăłęě őŕěřăűĺ¿

• şłăğăšĳ ŋőňěř ňĺŋĺňăńĳŋőčő ¡ńěňěŋšă

(šőůŋěě, őďŋőčő ĺğ ňĺŋĺňăńĳŋżţ ¡ńěňěŋšőć). Łőńĺůěśšćő ďěľśšćĺľ ďń£ ćśěţ őŕěřăűĺľ ďőńęŋő ążšĳ ŋě ąőńěě C log n, ŋě śůĺšă£ őŕěřăűĺĺ Àŋăůăšĳ řăąőšşÁ (łőšőřă£ šřěąşěš ŋě ąőńěě Cn ďěľśšćĺľ).

Řěÿěŋĺě. Ĺśŕőńĳğşěšś£ ŕřĺ-ěň, ĺğńőęěŋŋżľ ć řăğďěńě ő śőřšĺřőćłě ďěřěćőň. Ĺňěŋŋő, ŋăďśšřőĺň ŋăď ¡ńěňěŋšăňĺ ňăśśĺćă łăł ŋăď ńĺśšĳ£ňĺ ďćőĺůŋőě ďěřěćő, ć łăęďőľ ćěřÿĺŋě łőšőřőčő ţřăŋĺň ňĺŋĺňşň ¡ńěňěŋšőć śőőšćěšśšćş¿źěčő ŕőďďěřěćă. Łőřřěłšĺřőćłă ¡šőľ ĺŋťőřňăűĺĺ, ă šăłęě ŕřőśńěęĺćăŋĺě ŕşšĺ ĺğ łőřŋ£ ł ňĺŋĺňăńĳŋőňş ¡ńěňěŋšş šřěąş¿š ńőčăřĺťňĺůěśłőčő ůĺśńă ďěľśšćĺľ.

6.4.2. Ŕřĺőřĺšěšŋă£ őůěřěďĳ | ¡šő őůěřěďĳ, ć łőšőřőľ ćăęŋő ŋě šő, łšő ćśšăń ŕőśńěďŋĺň (ŕőř£ďőł ŕőňěźěŋĺ£ ć ŋě-ě ŋě ĺčřăěš řőńĺ), ă łšő čńăćŋěě. Ąőńěě šőůŋő, ŕřĺ ŕőňěźěŋĺĺ ć őůěřěďĳ şłăğżćăěšś£ ŕřĺőřĺšěš ŕőňěźăěňőčő őąžěłšă (ąşďěň śůĺšăšĳ ŕřĺőřĺšěšż űěńżňĺ ůĺśńăňĺ), ă ŕřĺ ćğ£šĺĺ ĺğ őůěřěďĺ ćżąĺřăěšś£ ¡ńěňěŋš ś ŋăĺąőńĳÿĺň ŕřĺőřĺšěšőň (ĺńĺ őďĺŋ ĺğ šăłĺţ ¡ńěňěŋšőć). Řěăńĺğőćăšĳ ŕřĺőřĺšěšŋş¿ őůěřěďĳ šăł, ůšőąż ŕőňěźěŋĺě ĺ ćğ£šĺě ¡ńěňěŋšă šřěąőćăńĺ ńőčăřĺťňĺůěśłőčő ůĺśńă ďěľśšćĺľ (őš řăğňěřă őůěřěďĺ).

6.4. Řăğŋżě ğăďăůĺ 125

Řěÿěŋĺě. Śńěďş£ ăńčőřĺšňş śőřšĺřőćłĺ ďěřěćőň (ć ěčő őłőŋůăšěńĳŋőň ćăřĺăŋšě), ąşďěň řăğňěźăšĳ ¡ńěňěŋšż őůěřěďĺ ć ňăśśĺćě x[1..k], ŕőďďěřęĺćă£ šăłőě śćőľśšćő: x[i] śšăřÿě (ĺňěěš ąőńĳÿĺľ ŕřĺőřĺšěš) śćőĺţ śżŋőćěľ x[2i] ĺ x[2i+1], ěśńĺ šăłőćżě śşźěśšćş¿š | ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš śšăřÿě śćőĺţ ŕőšőňłőć. (Śćěďěŋĺ£ ő ŕřĺőřĺšěšăţ šăłęě ţřăŋ£šś£ ć ňăśśĺćě, šăł ůšő ňż ĺňěěň ďěńő ś ňăśśĺćőň ŕăř ⟨¡ńěňěŋš; ŕřĺőřĺšěš⟩.) Şďăńěŋĺě ¡ńěňěŋšă ś śőţřăŋěŋĺěň ¡šőčő śćőľśšćă őŕĺśăŋő ć ăńčőřĺšňě śőřšĺřőćłĺ. Ŋăďő ěźě şňěšĳ ćőśśšăŋăćńĺćăšĳ śćőľśšćő ŕőśńě ďőąăćńěŋĺ£ ¡ńěňěŋšă ć łőŋěű. İšő ďěńăěšś£ šăł:

t:= ŋőňěř ďőąăćńěŋŋőčő ¡ńěňěŋšă {ĺŋćăřĺăŋš: ć ďěřěćě ń¿ąőľ ŕřěďőł ŕřĺőřĺšěšŋěě ŕőšőňłă, ěśńĺ ¡šőš ŕőšőňőł - ŋě t} while t - ŋě łőřěŋĳ ĺ t śšăřÿě śćőěčő őšűă do begin ŕőňěŋ£šĳ t ś ěčő őšűőň end;

Ěśńĺ őůěřěďĳ őąřăğş¿š čřăęďăŋě, śšő£źĺě ć ćěřÿĺŋăţ ďěřěćă, š. ě. ğă łăęďżň śšőĺš ďćőě, ă ŕěřěď łăęďżň (łřőňě ŕěřćőčő) | őďĺŋ, šő śňżśń ¡šőčő ăńčőřĺšňă £śěŋ: ćśšăć ć łőŋěű, ŕřĺőřĺšěšŋżľ čřăęďăŋĺŋ ŋăůĺŋăěš ŕřőąĺřăšĳś£ ł ŋăůăńş, ćżšěśŋ££ ćŕěřěďĺ śšő£źĺţ | ŕőłă ŋě ćśšřěšĺš ąőńěě ŕřĺőřĺšěšŋőčő.

Ğăňěůăŋĺě. Ŕřĺőřĺšěšŋş¿ őůěřěďĳ ěśšěśšćěŋŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ŕřĺ ňőďěńĺřőćăŋĺĺ ŕřőšěłă¿źĺţ ćő ćřěňěŋĺ ŕřőűěśśőć. Ŕřĺ ¡šőň ¡ńěňěŋšż őůěřěďĺ | ¡šő őęĺďăěňżě śőążšĺ£, ă ĺţ ŕřĺőřĺšěš őŕřěďěń£ěšś£ ćřěňěŋěň, łőčďă őŋĺ ŕřőĺğőľďşš.

7. Řěłşřśĺ£

7.1. Ŕřĺňěřż řěłşřśĺćŋżţ ŕřőčřăňň

Ŕřĺ ăŋăńĺğě řěłşřśĺćŋőľ ŕřőčřăňňż ćőğŋĺłăěš, łăł őążůŋő, ďćă ćőŕřőśă:

(ă) ŕőůěňş ŕřőčřăňňă ğăłăŋůĺćăěš řăąőšş?

(ą) ŕőůěňş őŋă řăąőšăěš ŕřăćĺńĳŋő, ěśńĺ ğăłăŋůĺćăěš řăąőšş?

Ďń£ (ą) ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő (śőďěřęăźă£ řěłşřśĺćŋżľ ćżğőć) ŕřőčřăňňă řăąőšăěš ŕřăćĺńĳŋő, ŕřěďŕőńőęĺć, ůšő ćżğżćăěňă£ ě¿ őďŋőĺň-ěŋŋă£ ŕřőčřăňňă řăąőšăěš ŕřăćĺńĳŋő. Ć śăňőň ďěńě, ć ¡šőň śńşůăě ć űěŕőůłě řěłşřśĺćŋő ćżğżćăěňżţ ŕřőčřăňň ćśě ŕřőčřăňňż řăąőšă¿š ŕřăćĺńĳŋő (şąěęďăěňś£ ć ¡šőň, ĺď£ őš łőŋűă űěŕőůłĺ ł ŋăůăńş).

Ůšőąż ďőłăğăšĳ (ă), őążůŋő ŕřőćěř£¿š, ůšő ś łăęďżň řěłşřśĺćŋżň ćżğőćőň ğŋăůěŋĺě łăłőčő-šő ŕăřăňěšřă şňěŋĳÿăěšś£, ĺ ¡šő ŋě ňőęěš ŕřőďőńęăšĳś£ ąěśłőŋěůŋő.

7.1.1. Ŋăŕĺśăšĳ řěłşřśĺćŋş¿ ŕřőűěďşřş ćżůĺśńěŋĺ£ ťăłšőřĺăńă űěńőčő ŕőńőęĺšěńĳŋőčő ůĺśńă n (š. ě. ŕřőĺğćěďěŋĺ£ 1 · 2 · · ·n, őąőğŋăůăěňőčő n!).

Řěÿěŋĺě. Ĺśŕőńĳğşěň řăćěŋśšćă 1! = 1, n! = (n − 1)! · n.

procedure factorial (n: integer; var fact: integer);

{ŕőńőęĺšĳ fact řăćŋżň ťăłšőřĺăńş ůĺśńă n} begin

if n=1 then begin

fact:=1;

end else begin {n>1}

factorial (n-1, fact); {fact = (n-1)!} fact:= fact*n;

end; end;

Ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ŕřőűěďşř-ťşŋłűĺľ ňőęŋő ŋăŕĺśăšĳ šăł:

function factorial (n: integer): integer; begin

if n=1 then begin

factorial:=1;

end else begin {n>1}

factorial:= factorial (n-1)*n; end;

end;

Őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě ŋă ŋěłőšőřş¿ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ ĺňěŋĺ factorial ćŋşšřĺ őŕĺśăŋĺ£ ťşŋłűĺĺ: őŋő őąőğŋăůăěš łăł ŕěřěňěŋŋş¿, šăł ĺ ćżğżćăěňş¿ řěłşřśĺćŋő ťşŋłűĺ¿. Ł śůăśšĳ¿, ć ŋăÿěň śńşůăě őŋĺ řăğńĺůă¿šś£ ŕő śłőąłăň ŕőśńě ĺňěŋĺ, ŋő ěśńĺ ąż ťşŋłűĺ£ ążńă ąěğ ŕăřăňěšřőć, šő ďěńő ążńő ąż ŕńőţő. (Śšăŋďăřšŋă£, ŋő šřşďŋő ŋăţőďĺňă£ őÿĺąłă ćőğŋĺłăěš, ěśńĺ ăćšőř ŕřőčřăňňż ŋă ŕăśłăńě ŕőńăčăěš, ůšő őŋ ĺśŕőńĳğşěš ğŋăůěŋĺě ŕěřěňěŋŋőľ, ă łőňŕĺń£šőř ć ¡šőň ňěśšě ćĺďĺš řěłşřśĺćŋżľ ćżğőć.)

7.1.2. Őążůŋő ťăłšőřĺăń őŕřěďěń£¿š ĺ ďń£ ŋşń£, śůĺšă£, ůšő 0! = 1. Ĺğňěŋĺšě ŕřőčřăňňż śőőšćěšśšćěŋŋő.

7.1.3. Ŋăŕĺÿĺšě řěłşřśĺćŋş¿ ŕřőčřăňňş ćőğćěďěŋĺ£ ć űěńş¿ ŋěőšřĺűăšěńĳŋş¿ śšěŕěŋĳ.

7.1.4. Šő ęě, ěśńĺ šřěąşěšś£, ůšőąż čńşąĺŋă řěłşřśĺĺ ŋě ŕřěćőśţőďĺńă C log n, čďě n | ŕőłăğăšěńĳ śšěŕěŋĺ.

Řěÿěŋĺě.

function power (a,n: integer): integer; begin

if n = 0 then begin

power:= 1;

end else if n mod 2 = 0 then begin power:= power(a*2, n div 2);

end else begin

power:= power(a, n-1)*a; end;

end;

7.1.5. Ůšő ąşďěš, ěśńĺ ĺğňěŋĺšĳ ŕřőčřăňňş, ŕřĺćěďěŋŋş¿ ć řěÿěŋĺĺ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ, ğăňěŋĺć śšřőłş

power:= power(a*2, n div 2) ŋă power:= power(a, n div 2)* power(a, n div 2)?

Řěÿěŋĺě. Ŕřőčřăňňă őśšăŋěšś£ ŕřăćĺńĳŋőľ. Őďŋăłő őŋă śšăŋěš řăąőšăšĳ ňěďńěŋŋěě. Ďěńő ć šőň, ůšő šěŕěřĳ ćżğőć ňőęěš ŕőřőďĺšĳ ďćă ćżğőćă (ţőš£ ĺ őďĺŋăłőćżţ) ćňěśšő őďŋőčő | ĺ ůĺśńő ćżğőćőć ążśšřő řăśš-ěš ś čńşąĺŋőľ řěłşřśĺĺ. Ŕřőčřăňňă ŕő-ŕřěęŋěňş ĺňěěš ńőčăřĺťňĺůěśłş¿ čńşąĺŋş řěłşřśĺĺ, ŋő ůĺśńő ÿăčőć řăąőšż śšăŋőćĺšś£ ńĺŋěľŋżň ćňěśšő ńőčăřĺťňĺůěśłőčő.

İšőš ŋěďőśšăšőł ňőęŋő şśšřăŋĺšĳ, ŋăŕĺśăć

t:= power(a, n div 2); power:= t*t;

ĺńĺ ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ ťşŋłűĺěľ ćőğćěďěŋĺ£ ć łćăďřăš (sqr).

7.1.6. Ĺśŕőńĳğş£ łőňăŋďż write(x) ńĺÿĳ ŕřĺ x = 0 : : :9, ŋăŕĺśăšĳ řěłşřśĺćŋş¿ ŕřőčřăňňş ŕěůăšĺ ďěś£šĺůŋőľ ğăŕĺśĺ űěńőčő ŕőńőęĺšěńĳŋőčő ůĺśńă n.

Řěÿěŋĺě. Ğďěśĳ ĺśŕőńĳğőćăŋĺě řěłşřśĺĺ őąńěčůăěš ęĺğŋĳ (ŕřőąńěňă ążńă ć šőň, ůšő űĺťřż ńěčůě ŕőńşůăšĳ ś łőŋűă, ă ŕěůăšăšĳ ŋăďő ś ŋăůăńă).

procedure print (n:integer); {n>0} begin

if n<10 then begin write (n);

end else begin

print (n div 10); write (n mod 10);

end; end;

7.1.7. Ĺčřă ÀŢăŋőľśłĺě ąăÿŋĺÁ śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň. Ěśšĳ šřĺ śšěřęŋ£. Ŋă ŕěřćżľ ĺğ ŋĺţ ŋăďěšă ŕĺřăňĺďłă ĺğ N łőńěű (ąőńĳÿĺě łőńĳűă śŋĺğş, ňěŋĳÿĺě śćěřţş). Šřěąşěšś£ ŕěřěňěśšĺšĳ łőńĳűă ŋă ďřşčőľ śšěřęěŋĳ. Řăğřěÿăěšś£ ŕěřěłńăďżćăšĳ łőńĳűă śő śšěřęŋ£ ŋă śšěřęěŋĳ, ŋő łńăśšĳ ąőńĳÿěě łőńĳűő ŕőćěřţ ňěŋĳÿěčő ŋěńĳğ£. Śőśšăćĺšĳ ŕřőčřăňňş, şłăğżćă¿źş¿ šřěąşěňżě ďěľśšćĺ£.

Řěÿěŋĺě. Ŋăŕĺÿěň řěłşřśĺćŋş¿ ŕřőűěďşřş ŕěřěňěźěŋĺ£ i ćěřţŋĺţ łőńěű ś m-čő śšěřęŋ£ ŋă n-żľ (őśšăńĳŋżě łőńĳűă ŕřěďŕőńăčă¿šś£ ąőńĳÿĺňĺ ŕő řăğňěřş ĺ ńěęăš ŋă śšěřęŋ£ţ ąěğ ďćĺęěŋĺ£).

procedure move(i,m,n: integer);

var s: integer; begin

if i = 1 then begin writeln (’śďěńăšĳ ţőď ’, m, ’->’, n);

end else begin

s:=6-m-n; {s - šřěšĺľ śšěřęěŋĳ: śşňňă ŋőňěřőć řăćŋă 6} move (i-1, m, s);

writeln (’śďěńăšĳ ţőď ’, m, ’->’, n); move (i-1, s, n);

end; end;

(Śŋăůăńă ŕěřěŋőśĺšś£ ŕĺřăňĺďłă ĺğ i-1 łőńěű ŋă šřěšĳ¿ ŕăńőůłş. Ŕőśńě ¡šőčő i-őě łőńĳűő őśćőąőęďăěšś£, ĺ ěčő ňőęŋő ŕěřěŋěśšĺ łşďă śńěďşěš. Őśšă-ěšś£ ŕőńőęĺšĳ ŋă ŋěčő ŕĺřăňĺďłş.)

7.2. Řěłşřśĺćŋă£ őąřăąőšłă ďěřěćĳěć

Ďćőĺůŋżň ďěřěćőň ŋăğżćăěšś£ łăřšĺŋłă ćřőďě šăłőľ:

ffiflfflfi ffiflfflfi ffiflfflfi ffiflfflfi ffiflfflfi ffiflfflfi

AA A AA A AA A

� � � �

Ŋĺęŋ££ ćěřÿĺŋă ŋăğżćăěšś£ łőřŋěň. Ĺğ łăęďőľ ćěřÿĺŋż ňőčşš ĺďšĺ ďćě ńĺŋĺĺ: ćńěćő ććěřţ ĺ ćŕřăćő ććěřţ. Ćěřÿĺŋż, łşďă őŋĺ ćěďşš, ŋăğżćă¿šś£ ńěćżň ĺ ŕřăćżň śżŋőćĳ£ňĺ ĺśţőďŋőľ ćěřÿĺŋż. Ćěřÿĺŋă ňőęěš ĺňěšĳ ďćşţ śżŋőćěľ, ă ňőęěš ĺňěšĳ šőńĳłő őďŋőčő śżŋă (ńěćőčő ĺńĺ ŕřăćőčő). Őŋă ňőęěš ĺ ćőćśě ŋě ĺňěšĳ śżŋőćěľ, ĺ ć ¡šőň śńşůăě ŋăğżćăěšś£ ńĺśšőň.

Ŕşśšĳ x | łăłă£-šő ćěřÿĺŋă ďćőĺůŋőčő ďěřěćă. Őŋă śăňă ćňěśšě ś śżŋőćĳ£ňĺ, ćŋşłăňĺ, ŕřăćŋşłăňĺ ĺ š. ď. őąřăğşěš ŕőďďěřěćő ś łőřŋěň ć x | ŕőďďěřěćő ŕőšőňłőć x.

Ć śńěďş¿źĺţ ğăďăůăţ ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő ćěřÿĺŋż ďěřěćă ŕřőŋşňěřőćăŋż űěńżňĺ ŕőńőęĺšěńĳŋżňĺ ůĺśńăňĺ, ŕřĺůěň ŋőňěřă ćśěţ ćěřÿĺŋ řăğńĺůŋż. Ňż śůĺšăěň, ůšő ŋőňěř łőřŋ£ ţřăŋĺšś£ ć ŕěřěňěŋŋőľ root. Ňż śůĺšăěň, ůšő ĺňě¿šś£ ďćă ňăśśĺćă

l,r: array [1..N] of integer

ĺ ńěćżľ ĺ ŕřăćżľ śżŋ ćěřÿĺŋż ś ŋőňěřőň i ĺňě¿š śőőšćěšśšćěŋŋő ŋőňěřă l[i] ĺ r[i]. Ěśńĺ ćěřÿĺŋă ś ŋőňěřőň i ŋě ĺňěěš ńěćőčő (ĺńĺ ŕřăćőčő) śżŋă, šő l[i] (śőőšćěšśšćěŋŋő r[i]) řăćŋő 0. (Ŕő šřăďĺűĺĺ ŕřĺ ğăŕĺśĺ ŕřőčřăňň ňż ĺśŕőńĳğşěň ćňěśšő ŋşń£ łőŋśšăŋšş nil, řăćŋş¿ ŋşń¿.)

7.2. Řěłşřśĺćŋă£ őąřăąőšłă ďěřěćĳěć 131

Ğďěśĳ N | ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő (ŋőňěřă ćśěţ ćěřÿĺŋ ŋě ŕřěćőśţőď£š N). Őšňěšĺň, ůšő ŋőňěř ćěřÿĺŋż ŋĺłăł ŋě ść£ğăŋ ś ěě ŕőńőęěŋĺěň ć ďěřěćě ĺ ůšő ŋě ćśě ůĺśńă őš 1 ďő N őą£ğăŋż ążšĳ ŋőňěřăňĺ ćěřÿĺŋ (ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ůăśšĳ ďăŋŋżţ ć ňăśśĺćăţ l ĺ r | ¡šő ňşśőř).

7.2.1. Ŕşśšĳ N = 7, root = 3, ňăśśĺćż l ĺ r šăłőćż:

i 1 2 3 4 5 6 7 l[i] 0 0 1 0 6 0 7 r[i] 0 0 5 3 2 0 7

Ŋăřĺśőćăšĳ śőőšćěšśšćş¿źěě ďěřěćő.

Őšćěš:

ffiflfflfi ffiflfflfi ffiflfflfi ffiflfflfi ffiflfflfi 3

1 5

6 2

AA A AA A � � � �

7.2.2. Ŋăŕĺśăšĳ ŕřőčřăňňş ŕőďśů-ěšă ůĺśńă ćěřÿĺŋ ć ďěřěćě. Řěÿěŋĺě. Řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ n(x), řăćŋş¿ ůĺśńş ćěřÿĺŋ ć ŕőďďěřěćě ś łőřŋěň ć ćěřÿĺŋě ŋőňěř x. Śůĺšăěň, ůšő n(nil) = 0 (ŕőńăčă£ śőőšćěšśšćş¿źěě ŕőďďěřěćő ŕşśšżň), ĺ ŋě ğăąőšĺňś£ ő ğŋăůěŋĺ£ţ nil(s) ďń£ ůĺśěń s, ŋě £ćń£¿źĺţś£ ŋőňěřăňĺ ćěřÿĺŋ. Řěłşřśĺćŋă£ ŕřőčřăňňă ďń£ n šăłőćă:

function n(x:integer):integer; begin

if x = nil then begin n:= 0;

end else begin n:= n(l[x]) + n(r[x]) + 1;

end; end;

(Ůĺśńő ćěřÿĺŋ ć ŕőďďěřěćě ŋăď ćěřÿĺŋőľ x řăćŋő śşňňě ůĺśěń ćěřÿĺŋ ŋăď ěě śżŋőćĳ£ňĺ ŕń¿ś őŋă śăňă.) Čńşąĺŋă řěłşřśĺĺ łőŋěůŋă, šăł łăł ś łăęďżň ÿăčőň ćżśőšă śőőšćěšśšćş¿źěčő ŕőďďěřěćă şňěŋĳÿăěšś£.

7.2.3. Ŋăŕĺśăšĳ ŕřőčřăňňş ŕőďśů-ěšă ůĺśńă ńĺśšĳěć ć ďěřěćě. Őšćěš.

function n (x:integer):integer; begin

if x = nil then begin

n:= 0;

end else if (l[x]=nil) and (r[x]=nil) then begin {ńĺśš} n:= 1;

end else begin

n:= n(l[x]) + n(r[x]); end;

end;

7.2.4. Ŋăŕĺśăšĳ ŕřőčřăňňş ŕőďśů-ěšă ćżśőšż ďěřěćă (łőřěŋĳ ĺňěěš ćżśőšş 0, ěčő śżŋőćĳ£ | ćżśőšş 1, ćŋşłĺ | 2 ĺ š. ŕ.; ćżśőšă ďěřěćă | ¡šő ňăłśĺňşň ćżśőš ěčő ćěřÿĺŋ).

[Şłăğăŋĺě. Řěłşřśĺćŋő őŕřěďěń£ěšś£ ťşŋłűĺ£ f(x) = ćżśőšă ŕőďďěřěćă ś łőřŋěň ć x.]

7.2.5. Ŋăŕĺśăšĳ ŕřőčřăňňş, łőšőřă£ ŕő ğăďăŋŋőňş n śůĺšăěš ůĺśńő ćśěţ ćěřÿĺŋ ćżśőšż n (ć ğăďăŋŋőň ďěřěćě).

Ćňěśšő ŕőďśů-ěšă łőńĺůěśšćă ćěřÿĺŋ šőčő ĺńĺ ĺŋőčő řőďă ňőęŋő ŕřőśĺšĳ ŋăŕěůăšăšĳ śŕĺśőł ¡šĺţ ćěřÿĺŋ (ć šőň ĺńĺ ĺŋőň ŕőř£ďłě).

7.2.6. Ŋăŕĺśăšĳ ŕřőčřăňňş, łőšőřă£ ŕěůăšăěš (ŕő őďŋőňş řăğş) ćśě ćěřÿĺŋż ďěřěćă.

Řěÿěŋĺě. Ŕřőűěďşřă print_subtree(x) ŕěůăšăěš ćśě ćěřÿĺŋż ŕőďďěřěćă ś łőřŋěň ć x ŕő őďŋőňş řăğş; čńăćŋă£ ŕřőčřăňňă śőďěřęĺš ćżğőć print_subtree(root).

procedure print_subtree (x:integer); begin

if x = nil then begin {ŋĺůěčő ŋě ďěńăšĳ} end else begin

writeln (x);

print_subtree (l[x]); print_subtree (r[x]);

end; end;

Ďăŋŋă£ ŕřőčřăňňă ŕěůăšăěš śŋăůăńă łőřěŋĳ ŕőďďěřěćă, ğăšěň ŕőďďěřěćő ŋăď ńěćżň śżŋőň, ă ğăšěň ŋăď ŕřăćżň. Šřĺ śšřőłĺ ć else-ůăśšĺ ňőčşš ążšĳ ŕěřěśšăćńěŋż 6 śŕőśőąăňĺ, ĺ łăęďżľ ĺğ ¡šĺţ śŕőśőąőć ďăěš śćőľ ŕőř£ďőł ŕěůăšĺ ćěřÿĺŋ.

7.3. Ŕőřőęďěŋĺě łőňąĺŋăšőřŋżţ őąžěłšőć, ŕěřěąőř

Řěłşřśĺćŋżě ŕřőčřăňňż £ćń£¿šś£ şďőąŋżň śŕőśőąőň ŕőřőęďěŋĺ£ łőňąĺŋăšőřŋżţ őąžěłšőć ğăďăŋŋőčő ćĺďă. Ňż řěÿĺň ğăŋőćő ŋěśłőńĳłő ğăďăů śőőšćěšśšćş¿źěľ čńăćż.

7.3.1. Ŋăŕĺśăšĳ ŕřőčřăňňş, łőšőřă£ ŕěůăšăěš ŕő őďŋőňş řăğş ćśě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ďńĺŋż n, śőśšăćńěŋŋżě ĺğ ůĺśěń 1 : : :k (ĺţ łőńĺůěśšćő řăćŋő kn).

Řěÿěŋĺě. Ŕřőčřăňňă ąşďěš őŕěřĺřőćăšĳ ś ňăśśĺćőň a[1] : : :a[n] ĺ ůĺśńőň t. Řěłşřśĺćŋă£ ŕřőűěďşřă generate ŕěůăšăěš ćśě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, ŋăůĺŋă¿źĺěś£ ŋă a[1] : : :a[t]; ŕőśńě ěě őłőŋůăŋĺ£ t ĺ a[1] : : :a[t] ĺňě¿š šő ęě ğŋăůěŋĺě, ůšő ĺ ć ŋăůăńě:

procedure generate;

var i,j : integer; begin if t = n then begin for i:=1 to n do begin write(a[i]);

end;

writeln;

end else begin {t < n} for j:=1 to k do begin t:=t+1; a[t]:=j; generate; t:=t-1;

end; end;

end;

Őśŋőćŋă£ ŕřőčřăňňă šěŕěřĳ śőśšőĺš ĺğ ďćşţ őŕěřăšőřőć:

t:=0; generate;

Ğăňěůăŋĺě. Łőňăŋďż t:=t+1 ĺ t:=t-1 ďń£ ¡łőŋőňĺĺ ňőęŋő ćżŋěśšĺ ĺğ űĺłńă for.

7.3.2. Ŋăŕĺśăšĳ ŕřőčřăňňş, łőšőřă£ ŕěůăšăńă ąż ćśě ŕěřěśšăŋőćłĺ ůĺśěń 1 : : :n ŕő őďŋőňş řăğş.

Řěÿěŋĺě. Ŕřőčřăňňă őŕěřĺřşěš ś ňăśśĺćőň a[1] : : :a[n], ć łőšőřőň ţřăŋĺšś£ ŕěřěśšăŋőćłă ůĺśěń 1 : : :n. Řěłşřśĺćŋă£ ŕřőűěďşřă generate ć šăłőľ śĺšşăűĺĺ ŕěůăšăěš ćśě ŕěřěśšăŋőćłĺ, łőšőřżě ŋă ŕěřćżţ t ŕőğĺűĺ£ţ śőćŕăďă¿š ś ŕěřěśšăŋőćłőľ a; ŕő ćżţőďě ĺğ ŋě-ě ŕěřěňěŋŋżě t ĺ a ĺňě¿š šě ęě ğŋăůěŋĺ£, ůšő ĺ ďő ćţőďă. Őśŋőćŋă£ ŕřőčřăňňă šăłőćă:

for i:=1 to n do begin a[i]:=i; end; t:=0;

generate;

Ćőš őŕĺśăŋĺě ŕřőűěďşřż:

procedure generate;

var i,j : integer;

begin

if t = n then begin for i:=1 to n do begin

write(a[i]); end;

writeln;

end else begin {t < n} for j:=t+1 to n do begin

ŕőňěŋ£šĳ ňěśšăňĺ a[t+1] ĺ a[j] t:=t+1; generate; t:=t-1;

ŕőňěŋ£šĳ ňěśšăňĺ a[t+1] ĺ a[j] end;

end; end;

7.3.3. Ŋăŕěůăšăšĳ ćśě ćőğřăśšă¿źĺě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ďńĺŋż k, ¡ńěňěŋšăňĺ łőšőřżţ £ćń£¿šś£ ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă őš 1 ďő n. (Ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő k 6 n, ĺŋăůě šăłĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ŋě śşźěśšćşěš.)

Řěÿěŋĺě. Ŕřőčřăňňă őŕěřĺřşěš ś ňăśśĺćőň a[1] : : : a[k] ĺ űěńőľ ŕěřěňěŋŋőľ t. Ŕřěďŕőńăčă£, ůšő a[1] : : : a[t] | ćőğřăśšă¿źă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ĺğ őšřěğłă 1 : : :n, řěłşřśĺćŋő őŕřěď-ěńěŋŋă£ ŕřőűěďşřă generate ŕěůăšăěš ćśě ě-ě ćőğřăśšă¿źĺě ŕřőďőńęěŋĺ£ ďńĺŋż k. (Ŕřĺ ¡šőň t ĺ a[1] : : : a[t] ć łőŋűě šăłĺě ęě, łăł ć ŋăůăńě.)

procedure generate;

var i: integer; begin

if t = k then begin ŕěůăšăšĳ a[1]..a[k] end else begin

t:=t+1;

for i:=a[t-1]+1 to t-k+n do begin a[t]:=i; generate;

end;

t:=t-1; end;

end;

Ğăňěůăŋĺě. Űĺłń for ňőč ąż ĺňěšĳ ćěřţŋěľ čřăŋĺűěľ n (ćňěśšő t−k+ n). Ŋăÿ ćăřĺăŋš ¡łőŋőňĺš ůăśšĳ řăąőšż, şůĺšżćă£ šőš ťăłš, ůšő ŕřěďŕőśńěďŋĺľ (k-1-żľ) ůńěŋ ŋě ňőęěš ŕřěćőśţőďĺšĳ n-1, k-2-őľ ůńěŋ ŋě ňőęěš ŕřěćőśţőďĺšĳ n-2 ĺ š. ŕ.

Őśŋőćŋă£ ŕřőčřăňňă šěŕěřĳ ćżčń£ďĺš šăł:

t:=1;

for j:=1 to 1-k+n do begin

a[1]:=j; generate;

end;

Ňőęŋő ążńő ąż ďőąăćĺšĳ ł ňăśśĺćş a śńěćă ťĺłšĺćŋżľ ¡ńěňěŋš a[0] = 0, ŕőńőęĺšĳ t = 0 ĺ őčřăŋĺůĺšĳś£ ěďĺŋśšćěŋŋżň ćżğőćőň ŕřőűěďşřż generate.

7.3.4. Ŕěřěůĺśńĺšĳ ćśě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ŕőńőęĺšěńĳŋőčő űěńőčő ůĺśńă n ć ćĺďě śşňňż ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋěćőğřăśšă¿źĺţ űěńżţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ śńăčăěňżţ.

Řěÿěŋĺě. Ŕřőčřăňňă őŕěřĺřşěš ś ňăśśĺćőň a[1..n] (ňăłśĺňăńĳŋőě ůĺśńő śńăčăěňżţ řăćŋő n) ĺ ś űěńőľ ŕěřěňěŋŋőľ t. Ŕřěďŕőńăčă£, ůšő a[1] : : : a[t] | ŋěćőğřăśšă¿źă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ űěńżţ ůĺśěń, śşňňă łőšőřżţ ŋě ŕřěćőśţőďĺš n, ŕřőűěďşřă generate ŕěůăšăěš ćśě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ šřěąşěňőčő ćĺďă, ŕřőďőńęă¿źĺě ¡šş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ. Ďń£ ¡łőŋőňĺĺ ćżůĺśńěŋĺľ śşňňă a[1] + : : : + a[t] ţřăŋĺšś£ ć śŕěűĺăńĳŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ s.

procedure generate;

var i: integer; begin

if s = n then begin ŕěůăšăšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ a[1]..a[t] end else begin for i:=1 to min(a[t], n-s) do begin t:=t+1; a[t]:=i; s:=s+i; generate; s:=s-i; t:=t-1;

end; end;

end;

Őśŋőćŋă£ ŕřőčřăňňă ŕřĺ ¡šőň ňőęěš ążšĳ šăłőľ:

t:=1;

for j:=1 to n do begin

a[1]:=j s:=j;

generate; end;

Ğăňěůăŋĺě. Ňőęŋő ŋěňŋőčő ś¡łőŋőňĺšĳ, ćżŋěś£ őŕěřăűĺĺ şćěńĺůěŋĺ£ ĺ şňěŋĳÿěŋĺ£ t ĺğ űĺłńă, ă šăłęě ŋě ćőğćřăźă£ s łăęďżľ řăğ ł ĺśţőďŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ (şćěńĺůĺćă£ ěčő ŋă 1 ĺ ćőğćřăźă£ ł ĺśţőďŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ ć łőŋűě). Łřőňě šőčő, ďőąăćĺć ťĺłšĺćŋżľ ¡ńěňěŋš a[0] = n, ňőęŋő şŕřőśšĺšĳ őśŋőćŋş¿ ŕřőčřăňňş:

t:=0; s:=0; a[0]:=n; generate;

7.3.5. Ŋăŕĺśăšĳ řěłşřśĺćŋş¿ ŕřőčřăňňş őąţőďă ďěřěćă (ĺśŕőńĳğş£ šě ęě łőňăŋďż ĺ ŕřőćěřłĺ, ůšő ĺ ć čńăćě 3 (őąţőď ďěřěćă).

Řěÿěŋĺě. Ŕřőűěďşřă őąřăąőšăšĳ_ŋăď őąřăąăšżćăěš ćśě ńĺśšĳ£ ŋăď šěłşźěľ ćěřÿĺŋőľ ĺ ğăłăŋůĺćăěš řăąőšş ć šőľ ęě ćěřÿĺŋě, ůšő ĺ ŋăůăńă. Ćőš ěě řěłşřśĺćŋőě őŕĺśăŋĺě:

procedure őąřăąőšăšĳ_ŋăď; begin if ěśšĳ_śćěřţş then begin ććěřţ_ŋăńěćő; őąřăąőšăšĳ_ŋăď;

while ěśšĳ_śŕřăćă do begin ćŕřăćő;

őąřăąőšăšĳ_ŋăď; end; ćŋĺğ;

end else begin

őąřăąőšăšĳ; end;

end;

7.4. Ďřşčĺě ŕřĺňěŋěŋĺ£ řěłşřśĺĺ

Šőŕőńőčĺůěśłă£ śőřšĺřőćłă. Ŕřěďśšăćĺň śěąě n ůĺŋőćŋĺłőć, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ćżďă-ěš śŕřăćłĺ őŕřěďěńěŋŋőčő ćĺďă. Ňż ţőšĺň ŕőńşůĺšĳ ćśě ¡šĺ śŕřăćłĺ, śőąń¿ďă£ şśšăŋőćńěŋŋżě őčřăŋĺůěŋĺ£: ş łăęďőčő ůĺŋőćŋĺłă ěśšĳ śŕĺśőł śŕřăćőł, łőšőřżě ŋşęŋő śőąřăšĳ ŕěřěď őąřăźěŋĺěň ł ŋěňş. Ďěńő ąěğŋăď-ěęŋő, ěśńĺ śţěňă ğăćĺśĺňőśšěľ ĺňěěš űĺłń (śŕřăćłş A ŋěńĳğ£ ŕőńşůĺšĳ ąěğ B, B ąěğ C,: : :, Y ąěğ Z ĺ Z ąěğ A). Ŕřěďŕőńăčă£, ůšő šăłőčő űĺłńă ŋěš, šřěąşěšś£ śőśšăćĺšĳ ŕńăŋ, şłăğżćă¿źĺľ őďĺŋ ĺğ ćőğňőęŋżţ ŕőř£ďłőć ŕőńşůěŋĺ£ śŕřăćőł.

Ĺğőąřăęă£ ůĺŋőćŋĺłőć šőůłăňĺ, ă ğăćĺśĺňőśšĺ | śšřěńłăňĺ, ŕřĺţőďĺň ł šăłőľ ťőřňşńĺřőćłě. Ĺňěěšś£ n šőůěł, ŕřőŋşňěřőćăŋŋżţ őš 1 ďő n. Ĺğ łăęďőľ šőůłĺ ćěďěš ŋěśłőńĳłő (ćőğňőęŋő, 0) śšřěńőł ć ďřşčĺě šőůłĺ. (Šăłă£ łăřšĺŋłă ŋăğżćăěšś£ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżň čřăťőň.) Űĺłńőć ŋěš. Šřěąşěšś£ řăśŕőńőęĺšĳ ćěřÿĺŋż čřăťă (šőůłĺ) ć šăłőň ŕőř£ďłě, ůšőąż łőŋěű ń¿ąőľ śšřěńłĺ ŕřěďÿěśšćőćăń ě-ě ŋăůăńş. İšă ğăďăůă ŋăğżćăěšś£ šőŕőńőčĺůěśłőľ śőřšĺřőćłőľ.

7.4.1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šő ćśěčďă ćőğňőęŋő.

Řěÿěŋĺě. Ĺğ şśńőćĺ£ őšśşšśšćĺ£ űĺłńőć ćżšěłăěš, ůšő ěśšĳ ćěřÿĺŋă, ĺğ łőšőřőľ ćőőąźě ŋě ćżţőďĺš śšřěńőł (ĺŋăůě ňőęŋő ďćĺčăšĳś£ ŕő śšřěńłăň, ŕőłă ŋě ğăűĺłńĺňś£). Ěě ąşďěň śůĺšăšĳ ŕěřćőľ. Ćżłĺďżćă£ ćśě śšřěńłĺ, ć ŋěě ćěďşźĺě, ňż śćőďĺň ğăďăůş ł čřăťş ś ňěŋĳÿĺň ůĺśńőň ćěřÿĺŋ ĺ ŕřőďőńęăěň řăśśşęďěŋĺě ŕő ĺŋďşłűĺĺ.

7.4.2. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ čřăť ąěğ űĺłńőć ţřăŋĺšś£ ć šăłőľ ťőřňě: ďń£ łăęďőčő i őš 1 ďő n ć num[i] ţřăŋĺšś£ ůĺśńő ćżţőď£- źĺţ ĺğ i śšřěńőł, ć adr[i][1]; : : :; adr[i][num[i]] | ŋőňěřă ćěřÿĺŋ, łşďă ¡šĺ śšřěńłĺ ćěďşš. Śőśšăćĺšĳ (řěłşřśĺćŋżľ) ăńčőřĺšň, łőšőřżľ ŕřőĺğćőďĺš šőŕőńőčĺůěśłş¿ śőřšĺřőćłş ŋě ąőńěě ůěň ğă C · (n + m) ďěľśšćĺľ, čďě m | ůĺśńő řěąěř čřăťă (śšřěńőł).

Ğăňěůăŋĺě. Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋă£ řěăńĺğăűĺ£ ŕřĺćěďěŋŋőčő ćżÿě ďőłăğăšěńĳśšćă śşźěśšćőćăŋĺ£ ŋě ďăěš šřěąşěňőľ őűěŋłĺ; ě-ě ŕřĺţőďĺšś£ ŋěňŋőčő ŕőďŕřăćĺšĳ.

Řěÿěŋĺě. Ŋăÿă ŕřőčřăňňă ąşďěš ŕěůăšăšĳ ŋőňěřă ćěřÿĺŋ. Ć ňăśśĺćě

printed: array[1..n] of boolean

ňż ąşďěň ţřăŋĺšĳ śćěďěŋĺ£ ő šőň, łăłĺě ćěřÿĺŋż ŋăŕěůăšăŋż (ĺ łőřřěłšĺřőćăšĳ ĺţ őďŋőćřěňěŋŋő ś ŕěůăšĳ¿ ćěřÿĺŋż). Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ŋăŕěůăšăŋŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćěřÿĺŋ łőřřěłšŋă, ěśńĺ ŋĺłăłă£ ćěřÿĺŋă ŋě ŋăŕěůăšăŋă ďćăęďż ĺ ďń£ ń¿ąőčő ŋőňěřă i, ćţőď£źěčő ć ¡šş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, ćśě ćěřÿĺŋż, ć łőšőřżě ćěďşš śšřěńłĺ ĺğ i, ŋăŕěůăšăŋż, ĺ ŕřĺšőň ďő i.

procedure add (i: 1..n);

{ďăŋő: ŋăŕěůăšăŋŋőě łőřřěłšŋő;} {ŋăďő: ŋăŕěůăšăŋŋőě łőřřěłšŋő ĺ ćłń¿ůăěš ćěřÿĺŋş i} begin

if printed [i] then begin {ćěřÿĺŋă i şęě ŋăŕěůăšăŋă} {ŋĺůěčő ďěńăšĳ ŋě ŋăďő} end else begin

{ŋăŕěůăšăŋŋőě łőřřěłšŋő} for j:=1 to num[i] do begin

add(adr[i][j]); end;

{ŋăŕěůăšăŋŋőě łőřřěłšŋő, ćśě ćěřÿĺŋż, ć łőšőřżě ĺğ i ćěďşš śšřěńłĺ, şęě ŋăŕěůăšăŋż - šăł ůšő ňőęŋő ŕěůăšăšĳ i, ŋě ŋăřşÿă£ łőřřěłšŋőśšĺ} if not printed[i] then begin writeln(i); printed [i]:= TRUE;

end; end;

end;

Őśŋőćŋă£ ŕřőčřăňňă:

for i:=1 to n do begin printed[i]:= FALSE;

end;

for i:=1 to n do begin add(i) end;

Ł őűěŋłě ćřěňěŋĺ řăąőšż ňż ćśłőřě ćěřŋ-ěňś£.

7.4.3. Ć ŕřĺćěď-ěŋŋőľ ŕřőčřăňňě ňőęŋő ćżąřőśĺšĳ ŕřőćěřłş, ğăňěŋĺć

if not printed[i] then begin writeln(i); printed [i]:= TRUE;

end; ŋă writeln(i); printed [i]:= TRUE;

Ŕőůěňş? Łăł ĺğňěŋĺšś£ śŕěűĺťĺłăűĺ£ ŕřőűěďşřż?

Řěÿěŋĺě. Śŕěűĺťĺłăűĺ¿ ňőęŋő ćżąřăšĳ šăłőľ:

ďăŋő: ŋăŕěůăšăŋŋőě łőřřěłšŋő ŋăďő: ŋăŕěůăšăŋŋőě łőřřěłšŋő ĺ ćłń¿ůăěš ćěřÿĺŋş i;

ćśě ćŋőćĳ ŋăŕěůăšăŋŋżě ćěřÿĺŋż ďőśšşŕŋż ĺğ i.

7.4.4. Čďě ĺśŕőńĳğőćăŋ šőš ťăłš, ůšő čřăť ŋě ĺňěěš űĺłńőć? Řěÿěŋĺě. Ňż őŕşśšĺńĺ ďőłăğăšěńĳśšćő łőŋěůŋőśšĺ čńşąĺŋż řěłşřśĺĺ.

Ďń£ łăęďőľ ćěřÿĺŋż řăśśňőšřĺň ě-ě ÀčńşąĺŋşÁ | ňăłśĺňăńĳŋş¿ ďńĺŋş ŕşšĺ ŕő śšřěńłăň, ĺğ ŋě-ě ćżţőď£źěčő. Şśńőćĺě őšśşšśšćĺ£ űĺłńőć čăřăŋšĺřşěš, ůšő ¡šă ćěńĺůĺŋă łőŋěůŋă. Ĺğ ćěřÿĺŋż ŋşńěćőľ čńşąĺŋż śšřěńőł ŋě ćżţőďĺš. Čńşąĺŋă łőŋűă śšřěńłĺ ŕő łřăľŋěľ ňěřě ŋă 1 ňěŋĳÿě, ůěň čńşąĺŋă ŋăůăńă. Ŕřĺ řăąőšě ŕřőűěďşřż add(i) ćśě řěłşřśĺćŋżě ćżğőćż add(j) őšŋőś£šś£ ł ćěřÿĺŋăň ňěŋĳÿěľ čńşąĺŋż.

Ćěřŋ-ěňś£ ł őűěŋłě ćřěňěŋĺ řăąőšż. Śłőńĳłő ćżğőćőć add(i) ćőğňőęŋő ďń£ łăłőčő-šő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő i? Ŕřěęďě ćśěčő £śŋő, ůšő ŕěřćżľ ĺğ ŋĺţ ŋăŕěůăšăŋő i, őśšăńĳŋżě śćěďşšś£ ł ŕřőćěřłě šőčő, ůšő i şęě ŋăŕěůăšăŋő. §śŋő šăłęě, ůšő ćżğőćż add(i) ĺŋďşűĺřş¿šś£ Àŕěůăšă¿źĺňĺÁ (ŕěřćżňĺ) ć żğőćăňĺ add(j) ďń£ šěţ j, ĺğ łőšőřżţ ć i ćěď-ěš řěąřő. Śńěďőćăšěńĳŋő, ůĺśńő ćżğőćőć add(i) řăćŋő ůĺśńş ćţőď£źĺţ ć i ř-ěąěř (śšřěńőł). Ŕřĺ ¡šőň ćśě ćżğőćż, łřőňě ŕěřćőčő, šřěąş¿š O(1) őŕěřăűĺľ, ă ŕěřćżľ šřěąşěš ćřěňěŋĺ, ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőčő ůĺśńş ĺśţőď£źĺţ ĺğ i śšřěńőł. (Ŋě śůĺšă£ ćřěňěŋĺ, şţőď£źěčő ŋă ćżŕőńŋěŋĺě add(j) ďń£ łőŋűőć j ćżţőď£źĺţ ř-ěąěř.) Őšś¿ďă ćĺďŋő, ůšő őąźěě ćřěň£ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋő ůĺśńş ř-ěąěř (ŕń¿ś ůĺśńő ćěřÿĺŋ).

Ść£ğŋă£ łőňŕőŋěŋšă čřăťă. Ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ čřăť | ŋăąőř šőůěł (ćěřÿĺŋ), ŋěłőšőřżě ĺğ łőšőřżţ śőěďĺŋěŋż ńĺŋĺ£ňĺ (ř-ěąřăňĺ). Ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ čřăť ňőęŋő śůĺšăšĳ ůăśšŋżň śńşůăěň őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő čřăťă, ć łőšőřőň ďń£ łăęďőľ śšřěńłĺ ěśšĳ őąřăšŋă£.

Ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšőľ ćěřÿĺŋż i ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő ćśěţ šěţ ćěřÿĺŋ, ć łőšőřżě ňőęŋő ŕőŕăśšĳ ĺğ i, ĺď£ ŕő ř-ěąřăň čřăťă. (Ŕőśłőńĳłş čřăť ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ, őšŋőÿěŋĺě Àj ŕřĺŋăďńěęĺš ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšě iÁ £ćń£ěšś£ őšŋőÿěŋĺěň ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ.)

7.4.5. Ďăŋ ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ čřăť (ďń£ łăęďőľ ćěřÿĺŋż şłăğăŋő ůĺśńő śőśěďěľ ĺ ňăśśĺć ŋőňěřőć śőśěďěľ, łăł ć ğăďăůě ő šőŕőńőčĺůěśłőľ śőřšĺřőćłě). Śőśšăćĺšĳ ăńčőřĺšň, łőšőřżľ ŕő ğăďăŋŋőňş i ŕěůăšăěš ćśě ćěřÿĺŋż ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšż i ŕő őďŋőňş řăğş (ĺ šőńĳłő ĺţ). Ůĺśńő ďěľśšćĺľ ŋě ďőńęŋő ŕřěćőśţőďĺšĳ C · (őąźěě ůĺśńő ćěřÿĺŋ ĺ ř-ěąěř ć ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšě).

Řěÿěŋĺě. Ŕřőčřăňňă ć ŕřőűěśśě řăąőšż ąşďěš ÀğăłřăÿĺćăšĳÁ ŋěłőšőřżě ćěřÿĺŋż čřăťă. Ŋěğăłřăÿěŋŋőľ ůăśšĳ¿ čřăťă ąşďěň ŋăğżćăšĳ šő, ůšő őśšăŋěšś£, ěśńĺ ćżąřőśĺšĳ ćśě ğăłřăÿěŋŋżě ćěřÿĺŋż ĺ ćěďşźĺě ć ŋĺţ ř-ěąřă. Ŕřőűěďşřă add(i) ğăłřăÿĺćăěš ść£ğŋş¿ łőňŕőŋěŋšş i ć ŋěğăłřăÿěŋŋőľ ůăśšĺ čřăťă (ĺ ŋě ďěńăěš ŋĺůěčő, ěśńĺ ćěřÿĺŋă i şęě ğăłřăÿěŋă).

procedure add (i:1..n); begin

if ćěřÿĺŋă i ğăłřăÿěŋă then begin ŋĺůěčő ďěńăšĳ ŋě ŋăďő end else begin

ğăłřăśĺšĳ i (ŋăŕěůăšăšĳ ĺ ŕőňěšĺšĳ łăł ğăłřăÿěŋŋş¿) ďń£ ćśěţ j, śőśěďŋĺţ ś i

add(j); end;

end; end;

Ďőłăęěň, ůšő ¡šă ŕřőűěďşřă ďěľśšćşěš ŕřăćĺńĳŋő (ć ŕřěďŕőńőęěŋĺĺ, ůšő řěłşřśĺćŋżě ćżğőćż řăąőšă¿š ŕřăćĺńĳŋő). Ć śăňőň ďěńě, ŋĺůěčő, łřőňě ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšż ŋěğăłřăÿěŋŋőčő čřăťă, őŋă ğăłřăśĺšĳ ŋě ňőęěš. Ŕřőćěřĺň, ůšő ćś£ őŋă ąşďěš ğăłřăÿěŋă. Ŕşśšĳ k | ćěřÿĺŋă, ďőśšşŕŋă£ ĺğ ćěřÿĺŋż i ŕő ŕşšĺ i → j → : : : → k, ŕřőţőď£źěňş šőńĳłő ŕő ŋěğăłřăÿěŋŋżň ćěřÿĺŋăň. Ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ šőńĳłő ŕşšĺ, ŋě ćőğćřăźă¿źĺěś£ śŋőćă ć i. Ĺğ ćśěţ šăłĺţ ŕşšěľ ćżąěřěň ŕşšĳ ś ŋăĺňěŋĳÿĺň j (ć ŕőř£ďłě ŕřőśňőšřă śőśěďěľ ć ŕřőűěďşřě). Šőčďă ŕřĺ řăśśňőšřěŋĺĺ ŕřěďżďşźĺţ śőśěďěľ ŋĺ őďŋă ĺğ ćěřÿĺŋ ŕşšĺ j → : : : → k ŋě ąşďěš ğăłřăÿěŋă (ĺŋăůě j ŋě ążńő ąż ňĺŋĺňăńĳŋżň) ĺ ŕőšőňş k őłăęěšś£ ć ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšě ŋěğăłřăÿěŋŋőčő čřăťă ł ňőňěŋšş ćżğőćă add(j). Ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Ůšőąż şśšăŋőćĺšĳ łőŋěůŋőśšĳ čńşąĺŋż řěłşřśĺĺ, ğăňěšĺň, ůšő ŋă łăęďőň şřőćŋě řěłşřśĺĺ ůĺśńő ŋěğăłřăÿěŋŋżţ ćěřÿĺŋ şňěŋĳÿăěšś£ ţőš£ ąż ŋă 1.

Őűěŋĺň ůĺśńő ďěľśšćĺľ. Łăęďă£ ćěřÿĺŋă ğăłřăÿĺćăěšś£ ŋě ąőńěě őďŋőčő řăğă | ŕřĺ ŕěřćżň ćżğőćě add(i) ś ďăŋŋżň i. Ćśě ŕőśńěďş¿źĺě ćżğőćż ŕřőĺśţőď£š ŕřĺ ğăłřăÿĺćăŋĺĺ śőśěďěľ | łőńĺůěśšćő šăłĺţ ćżğőćőć ŋě ąőńĳÿě ůĺśńă śőśěďěľ | ĺ śćőď£šś£ ł ŕřőćěřłě šőčő, ůšő ćěřÿĺŋă i şęě ğăłřăÿěŋă. Ŕěřćżľ ęě ćżğőć śőśšőĺš ć ŕřőśňőšřě ćśěţ śőśěďěľ ĺ řěłşřśĺćŋżţ ćżğőćăţ add(j) ďń£ ćśěţ ŋĺţ. Šăłĺň őąřăğőň, őąźěě ůĺśńő ďěľśšćĺľ, ść£ğăŋŋżţ ś ćěřÿĺŋőľ i, ŋě ŕřěćőśţőďĺš łőŋśšăŋšż, şňŋőęěŋŋőľ ŋă ůĺśńő ěě śőśěďěľ. Őšś¿ďă ĺ ćżšěłăěš šřěąşěňă£ őűěŋłă.

7.4.6. Řěÿĺšĳ šş ęě ğăďăůş ďń£ őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő čřăťă (ŋăŕěůăšăšĳ ćśě ćěřÿĺŋż, ďőśšşŕŋżě ĺğ ďăŋŋőľ ŕő śšřěńłăň; čřăť ňőęěš śőďěřęăšĳ űĺłńż).

Őšćěš. Čőďĺšś£ ŕő śşźěśšćş šă ęě ŕřőčřăňňă (śšřőłş Àďń£ ćśěţ śőśěďěľÁ ŋăďő ğăňěŋĺšĳ ŋă Àďń£ ćśěţ ćěřÿĺŋ, łşďă ćěďşš śšřěńłĺÁ).

Ążśšřă£ śőřšĺřőćłă Ţőăřă. Ć ğăłń¿ůěŋĺě ŕřĺćěďěň řěłşřśĺćŋżľ ăńčőřĺšň śőřšĺřőćłĺ ňăśśĺćă, łőšőřżľ ŋă ŕřăłšĺłě £ćń£ěšś£ őďŋĺň ĺğ śăňżţ ążśšřżţ. Ŕşśšĳ ďăŋ ňăśśĺć a[1] : : :a[n]. Řěłşřśĺćŋă£ ŕřőűěďşřă sort(l,r:integer) śőřšĺřşěš şůăśšőł ňăśśĺćă ś ĺŋďěłśăňĺ ĺğ ŕőńşĺŋšěřćăńă (l; r], šő ěśšĳ a[l+1] : : :a[r], ŋě ğăšřăčĺćă£ őśšăńĳŋőčő ňăśśĺćă.

procedure sort (l,r: integer); begin

if (l = r) then begin ŋĺůěčő ďěńăšĳ ŋě ŋăďő - şůăśšőł ŕşśš end else begin

ćżąřăšĳ śńşůăľŋőě ůĺśńő s ć ŕőńşĺŋšěřćăńě (l,r] b := a[s] ŕěřěśšăćĺšĳ ¡ńěňěŋšż śőřšĺřşěňőčő şůăśšłă šăł, ůšőąż śŋăůăńă ÿńĺ ¡ńěňěŋšż, ňěŋĳÿĺě b - şůăśšőł (l,ll] ğăšěň ¡ńěňěŋšż, řăćŋżě b - şůăśšőł (ll,rr] ğăšěň ¡ńěňěŋšż, ąőńĳÿĺě b - şůăśšőł (rr,r] sort (l,ll); sort (rr,r);

end; end;

Řăğďěńěŋĺě ¡ńěňěŋšőć śőřšĺřşěňőčő şůăśšłă ŋă šřĺ łăšěčőřĺĺ (ňěŋĳÿĺě, řăćŋżě, ąőńĳÿě) řăśśňăšřĺćăńăśĳ ć čńăćě 1, ś. 40 (¡šő ňőęŋő śďěńăšĳ ğă ćřěň£, ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőě ďńĺŋě şůăśšłă). Łőŋěůŋőśšĳ čńşąĺŋż řěłşřśĺĺ čăřăŋšĺřşěšś£ šěň, ůšő ďńĺŋă śőřšĺřşěňőčő şůăśšłă ŋă łăęďőň şřőćŋě řěłşřśĺĺ şňěŋĳÿăěšś£ ţőš£ ąż ŋă 1.

7.4.7. (Ďń£ ğŋăłőňżţ ś őśŋőćăňĺ šěőřĺĺ ćěřő£šŋőśšěľ). Ďőłăğăšĳ, ůšő ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě ůĺśńă őŕěřăűĺľ ŕřĺ řăąőšě ¡šőčő ăńčőřĺšňă ŋě ŕřěćőśţőďĺš Cn logn, ŕřĺůěň łőŋśšăŋšă C ŋě ğăćĺśĺš őš śőřšĺřşěňőčő ňăśśĺćă.

[Şłăğăŋĺě. Ŕşśšĳ T(n) | ňăłśĺňşň ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£ ůĺśńă őŕěřăűĺľ ďń£ ćśěţ ćţőďőć ďńĺŋż n. Ĺğ šěłśšă ŕřőűěďşřż ćżšěłăěš šăłőě ŋěřăćěŋśšćő: T(n) 6 Cn + 1 n ∑ k+l=n−1 ( T(k) + T(l) )

Ŕěřćżľ ůńěŋ śőőšćěšśšćşěš řăśŕřěďěńěŋĺ¿ ¡ńěňěŋšőć ŋă ňěŋĳÿĺě, řăćŋżě ĺ ąőńĳÿĺě. Ćšőřőľ ůńěŋ | ¡šő śřěďŋěě ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě ďń£ ćśěţ ćăřĺăŋšőć śńşůăľŋőčő ćżąőřă. (Śšřőčő čőćőř£, ŕőśłőńĳłş śřěďĺ ¡ńěňěŋšőć ňőčşš ążšĳ řăćŋżě, ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ćňěśšő T(k) ĺ T(l) ďőńęŋż śšő£šĳ ňăłśĺňşňż T(x) ŕő ćśěň x, ŋě ŕřěćőśţőď£źĺň k ĺńĺ l, ŋő ¡šő ŋě ňěÿăěš ďăńĳŋěľÿĺň řăśśşęďěŋĺ£ň.) Ďăńěě ĺŋďşłűĺěľ ŕő n ŋşęŋő ďőłăğżćăšĳ őűěŋłş T(n) 6 C^′n ln n. Ŕřĺ ¡šőň ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ śřěďŋěčő ğŋăůěŋĺ£ x ln x ŕő ćśěň x = 1; : : :; n − 1 ŋşęŋő ćżůĺśń£šĳ ∫_n 1 x ln xdx ŕő ůăśš£ň łăł ∫ ln x d(x^2). Ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőň C^′ ůńěŋ Cn ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ŕěřěćěÿĺćăěšś£ ğă śůěš ĺŋšěčřăńă ∫ x^2 d ln x, ĺ ĺŋďşłšĺćŋżľ ÿăč ŕřőţőďĺš.]

7.4.8. Ĺňěěšś£ ňăśśĺć ĺğ n řăğńĺůŋżţ űěńżţ ůĺśěń ĺ ůĺśńő k. Šřěąşěšś£ ŋăľšĺ k-őě ŕő ćěńĺůĺŋě ůĺśńő ć ¡šőň ňăśśĺćě, śďěńăć ŋě ąőńěě Cn ďěľśšćĺľ, čďě C | ŋěłőšőřă£ łőŋśšăŋšă, ŋě ğăćĺś£źă£ őš k ĺ n.

Ğăňěůăŋĺě. Śőřšĺřőćłă ŕőğćőń£ěš őůěćĺďŋżň őąřăğőň śďěńăšĳ ¡šő ğă Cn log n ďěľśšćĺľ. Őůěćĺďŋżľ śŕőśőą: ŋăľšĺ ŋăĺňěŋĳÿĺľ ¡ńěňěŋš, ğăšěň ŋăľšĺ ćšőřőľ, ğăšěň šřěšĺľ,: : :, k-żľ šřěąşěš ŕőř£ďłă kn ďěľśšćĺľ, šő ěśšĳ ŋě čőďĺšś£ (łőŋśšăŋšă ŕřĺ n ğăćĺśĺš őš k).

[Şłăğăŋĺě. Ĺğ£źŋżľ (ţőš£ ŕřăłšĺůěśłĺ ĺ ąěśŕőńěğŋżľ | łőŋśšăŋšż śńĺÿłőň ćěńĺłĺ) śŕőśőą śďěńăšĳ ¡šő šăłőć:

Ă. Řăğőąĳěň ŋăÿ ňăśśĺć ŋă n=5 čřşŕŕ, ć łăęďőľ ĺğ łőšőřżţ ŕő 5 ¡ńěňěŋšőć. Łăęďş¿ čřşŕŕş şŕőř£ďőůĺň.

Ą. Řăśśňőšřĺň śřěďŋĺě ¡ńěňěŋšż ćśěţ čřşŕŕ ĺ ŕěřěŕĺÿěň ĺţ ć ňăśśĺć ĺğ n=5 ¡ńěňěŋšőć. Ś ŕőňőźĳ¿ řěłşřśĺćŋőčő ćżğőćă ŋăľď-ěň cřěďŋĺľ ŕő ćěńĺůĺŋě ¡ńěňěŋš ¡šőčő ňăśśĺćă.

Ć. Śřăćŋĺň ¡šőš ¡ńěňěŋš śő ćśěňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ ĺśţőďŋőčő ňăśśĺćă: őŋĺ řăğďěń£šś£ ŋă ąőńĳÿĺě ěčő ĺ ňěŋĳÿĺě ěčő (ĺ őďĺŋ řăćŋżľ ěňş). Ŕőďśůĺšăć łőńĺůěśšćő šěţ ĺ ďřşčĺţ, ňż şğŋăěň, ć łăłőľ ĺğ ¡šĺţ ůăśšěľ ďőńęěŋ ŋăţőďĺšś£ ĺśłőňżľ (k-żľ) ¡ńěňěŋš ĺ łăłőć őŋ šăň ŕő ŕőř£ďłş.

Č. Ŕřĺňěŋĺň řěłşřśĺćŋő ŋăÿ ăńčőřĺšň ł ćżąřăŋŋőľ ůăśšĺ.

Ŕşśšĳ T(n) | ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋőě ůĺśńő ďěľśšćĺľ, ěśńĺ ¡šőš śŕőśőą ŕřĺňěŋ£šĳ ł ňăśśĺćăň ĺğ ŋě ąőńěě ůěň n ¡ńěňěŋšőć (k ňőęěš ążšĳ łăłĺň şčőďŋő). Ĺňěěň őűěŋłş:

T(n) 6 Cn + T(n=5) + T(ŕřĺňěřŋő 0;7n):

Ŕőśńěďŋěě śńăčăěňőě őąž£śŋ£ěšś£ šăł: ŕřĺ řăğąĺěŋĺĺ ŋă ůăśšĺ łăęďă£ ůăśšĳ śőďěřęĺš ŋě ňěŋěě 0;3n ¡ńěňěŋšőć. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ x | śřěďŋĺľ ĺğ śřěďŋĺţ, šő ŕřĺňěřŋő ŕőńőćĺŋă ćśěţ śřěďŋĺţ ňěŋĳÿě x. Ă ěśńĺ ć ŕ£š-ěřłě śřěďŋĺľ ¡ńěňěŋš ňěŋĳÿě x, šő ěź-ě ďćă ğăćěďőňő ňěŋĳÿě x. Šěň śăňżň ŕő łřăľŋěľ ňěřě 3=5 őš ŕőńőćĺŋż ¡ńěňěŋšőć ňěŋĳÿě x.

Šěŕěřĳ ŕő ĺŋďşłűĺĺ ňőęŋő ďőłăğăšĳ őűěŋłş T(n) 6 Cn (řěÿă¿źş¿ řőńĳ ŕřĺ ¡šőň ĺčřăěš šő őąśšő£šěńĳśšćő, ůšő 1=5 + 0;7 ¡ 1). ]

8. Łăł őąőľšĺśĳ ąěğ řěłşřśĺĺ

Ďń£ şŋĺćěřśăńĳŋżţ £ğżłőć ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺ£ (łăłőćżň £ćń£ěšś£ ŕăśłăńĳ) řěłşřśĺ£ ŋě ďăěš ŋĺůěčő ŋőćőčő: ďń£ ćś£łőľ řěłşřśĺćŋőľ ŕřőčřăňňż ňőęŋő ŋăŕĺśăšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋş¿ ŕřőčřăňňş ąěğ řěłşřśĺĺ. Ňż ŋě ąşďěň ďőłăğżćăšĳ ¡šőčő, ă ŕřőďěňőŋśšřĺřşěň ŋěłőšőřżě ŕřĺ-ěňż, ŕőğćőń£¿źĺě ĺğąăćĺšĳś£ őš řěłşřśĺĺ ć łőŋłřěšŋżţ śĺšşăűĺ£ţ.

Ğăůěň ¡šő ŋşęŋő? Őšćěš ŕřăčňăšĺłă ňőč ąż ążšĳ šăłĺň: ćő ňŋőčĺţ łőňŕĳ¿šěřăţ (ć šőň ůĺśńě, ł śőęăńěŋĺ¿, ĺ ć śőćřěňěŋŋżţ, ĺśŕőńĳğş¿źĺţ šăł ŋăğżćăěňżě RISC-ŕřőűěśśőřż), řěłşřśĺćŋżě ŕřőčřăňňż ć ŋěśłőńĳłő řăğ ňěďńěŋŋěě śőőšćěšśšćş¿źĺţ ŋěřěłşřśĺćŋżţ ŕřőčřăňň. Ěź-ě őďĺŋ ćőğňőęŋżľ őšćěš: ć ŋěłőšőřżţ £ğżłăţ ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺ£ řěłşřśĺćŋżě ŕřőčřăňňż ğăŕřěźěŋż. Ă čńăćŋőě, ŕřĺ şďăńěŋĺĺ řěłşřśĺĺ ćőğŋĺłă¿š ĺğ£źŋżě ĺ ŕőşůĺšěńĳŋżě łőŋśšřşłűĺĺ.

8.1. Šăąńĺűă ğŋăůěŋĺľ (ďĺŋăňĺůěśłőě ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺě)

8.1.1. Śńěďş¿źă£ řěłşřśĺćŋă£ ŕřőűěďşřă ćżůĺśń£ěš ůĺśńă śőůěšăŋĺľ (ąĺŋőňĺăńĳŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż). Ŋăŕĺśăšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋş¿ ŋěřěłşřśĺćŋş¿ ŕřőčřăňňş.

function C(n,k: integer):integer;

{n >= 0; 0 <= k <=n} begin

if (k = 0) or (k = n) then begin C:=1;

end else begin {0<k<n}

C:= C(n-1,k-1)+C(n-1,k) end;

end;

Ğăňěůăŋĺě. C^k_n | ůĺśńő k-¡ńěňěŋšŋżţ ŕőďňŋőęěśšć n-¡ńěňěŋšŋőčő ňŋőęěśšćă. Śőőšŋőÿěŋĺě C^k_n = C^{k−1}_{n−1} + C^k_{n−1} ŕőńşůĺšś£, ěśńĺ ňż ťĺłśĺřşěň ŋěłőšőřżľ ¡ńěňěŋš n-¡ńěňěŋšŋőčő ňŋőęěśšćă ĺ őšďěńĳŋő ŕőďśůĺšăěň k-¡ńěňěŋšŋżě ŕőďňŋőęěśšćă, ćłń¿ůă¿źĺě ĺ ŋě ćłń¿ůă¿źĺě ¡šőš ¡ńěňěŋš.

Šăąńĺűă ğŋăůěŋĺľ C^k_n 1 1 1 1 2 1 1 3 3 1 . . . . . . . . .

ŋăğżćăěšś£ šřěşčőńĳŋĺłőň Ŕăśłăń£ (šőčő śăňőčő). Ć ŋ-ěň łăęďżľ ¡ńěňěŋš, łřőňě łřăľŋĺţ ěďĺŋĺű, řăćěŋ śşňňě ďćşţ śšő£źĺţ ŋăď ŋĺň.

Řěÿěŋĺě. Ňőęŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ťőřňşńőľ

C^k_n = n! k! (n − k)!

Ňż, őďŋăłő, ŋě ąşďěň ¡šőčő ďěńăšĳ, šăł łăł ţőšĺň ŕřőďěňőŋśšřĺřőćăšĳ ąőńěě őąźĺě ŕřĺ-ěňż şśšřăŋěŋĺ£ řěłşřśĺĺ. Ćňěśšő ¡šőčő śőśšăćĺň šăąńĺűş ğŋăůěŋĺľ ťşŋłűĺĺ C(n,k) = C^k_n, ğăŕőńŋ££ ě-ě ďń£ n = 0; 1; 2; : : :, ŕőłă ŋě ďőľď-ěň ďő ĺŋšěřěśş¿źěčő ŋăś ¡ńěňěŋšă.

8.1.2. Ůšő ňőęŋő śłăğăšĳ ő ćřěňěŋĺ řăąőšż řěłşřśĺćŋőľ ĺ ŋěřěłşřśĺćŋőľ ćěřśĺľ ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě? Šőš ęě ćőŕřőś ő ŕăň£šĺ.

Řěÿěŋĺě. Šăąńĺűă ğăŋĺňăěš ňěśšő ŕőř£ďłă n^2, ěčő ňőęŋő śőłřăšĺšĳ ďő n, ěśńĺ ğăňěšĺšĳ, ůšő ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ śńěďş¿źěľ śšřőłĺ šřěşčőńĳŋĺłă Ŕăśłăń£ ŋşęŋă šőńĳłő ŕřěďżďşźă£. Ćřěň£ řăąőšż őśšă-ěšś£ ŕőř£ďłă n^2. Řěłşřśĺćŋă£ ŕřőčřăňňă šřěąşěš śşźěśšćěŋŋő ąőńĳÿěčő ćřěňěŋĺ: ćżğőć C(n,k) śćőďĺšś£ ł ďćşň ćżğőćăň ďń£ C(n-1,..) , šě | ł ůěšżř-ěň ćżğőćăň ďń£ C(n-2,..) ĺ šăł ďăńěě. Šăłĺň őąřăğőň, ćřěň£ őłăğżćăěšś£ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżň (ŕőř£ďłă 2^n). Ĺśŕőńĳğşěňă£ řěłşřśĺćŋőľ ćěřśĺěľ ŕăň£šĳ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋă n | şňŋőęăěň čńşąĺŋş řěłşřśĺĺ (n) ŋă łőńĺůěśšćő ŕăň£šĺ, ĺśŕőńĳğşěňőě őďŋĺň ¡łğěňŕń£řőň ŕřőűěďşřż (łőŋśšăŋšă).

Łăřďĺŋăńĳŋżľ ćżĺčřżÿ ćő ćřěňěŋĺ ŕřĺ ŕěřěţőďě őš řěłşřśĺćŋőľ ćěřśĺĺ ł ŋěřěłşřśĺćŋőľ ść£ğăŋ ś šěň, ůšő ć řěłşřśĺćŋőň ćăřĺăŋšě őďŋĺ ĺ šě ęě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřőĺśţőď£š ňŋőčő řăğ. Ŋăŕřĺňěř, ćżğőć C(5,3) ć łőŋěůŋőň śů-ěšě ŕőřőęďăěš ďćă ćżğőćă C(3,2):

C(5,3) ↙ ↘ C(4,2) C(4,3) ↙ ↘ ↙ ↘ C(3,1) C(3,2) C(3,3)

Ğăŕőńŋ££ šăąńĺűş, ňż łăęďş¿ łńěšłş ğăŕőńŋ£ěň šőńĳłő őďŋăęďż | őšś¿ďă ĺ ¡łőŋőňĺ£. İšőš ŕřĺěň ŋăğżćăěšś£ ďĺŋăňĺůěśłĺň ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺěň, ĺ ŕřĺňěŋĺň ć šěţ śńşůă£ţ, łőčďă őąž-ěň ţřăŋĺňőľ ć šăąńĺűě ĺŋťőřňăűĺĺ őłăğżćăěšś£ ŋě śńĺÿłőň ąőńĳÿĺň.

8.1.3. Ŕőřăśśşęďăšĳ ŋă šş ęě šěňş ŋă ŕřĺňěřě řěłşřśĺćŋőľ ĺ (ŕřőśšěľÿěľ) ŋěřěłşřśĺćŋőľ ŕřőčřăňň ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ůĺśěń Ťĺąőŋăůůĺ, ğăďăŋŋżţ śőőšŋőÿěŋĺěň

˘_1 = ˘_2 = 1; ˘_n = ˘_{n−1} + ˘_{n−2} (n ¿ 2):

8.1.4. Ďăŋ ćżŕşłńżľ n-şčőńĳŋĺł (ğăďăŋŋżľ łőőřďĺŋăšăňĺ śćőĺţ ćěřÿĺŋ ć ŕőř£ďłě őąţőďă). Ěčő řăğřěğă¿š ŋă šřěşčőńĳŋĺłĺ ďĺăčőŋăń£ňĺ, ďń£ ůěčő ŋěőąţőďĺňő n−2 ďĺăčőŋăńĺ (ďőłăęĺšě ĺŋďşłűĺěľ ŕő n). Śšőĺňőśšĳ¿ řăğřěğăŋĺ£ ŋăğőć-ěň śşňňş ďńĺŋ ćśěţ ĺśŕőńĳğőćăŋŋżţ ďĺăčőŋăńěľ. Ŋăľšĺ ňĺŋĺňăńĳŋş¿ śšőĺňőśšĳ řăğřěğăŋĺ£. Ůĺśńő ďěľśšćĺľ ďőńęŋő ążšĳ őčřăŋĺůěŋő ŋěłőšőřżň ňŋőčőůńěŋőň őš n. (Ŕěřěąőř ŋě ŕőďţőďĺš, šăł łăł ůĺśńő ćăřĺăŋšőć ŋě őčřăŋĺůěŋő ňŋőčőůńěŋőň.)

Řěÿěŋĺě. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ćěřÿĺŋż ŕřőŋşňěřőćăŋż őš 1 ďő n ĺ ĺďşš ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě. Ŕşśšĳ k; l | ŋőňěřă ćěřÿĺŋ, ŕřĺů-ěň l ¿ k. Ůěřěğ A(k; l) őąőğŋăůĺň ňŋőčőşčőńĳŋĺł, őšřěğăěňżľ őš ŋăÿěčő ţőřďőľ k{l. (İšă ţőřďă řăğřěğăěš ňŋőčőşčőńĳŋĺł ŋă ďćă, őďĺŋ ĺğ łőšőřżţ ćłń¿ůăěš śšőřőŋş 1{n; ůěřěğ A(k; l) ňż őąőğŋăůăěň ďřşčőľ.) Ĺśţőďŋżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ěśšěśšćěŋŋő őąőğŋăůĺšĳ A(1; n). Ŕřĺ l = k + 1 ŕőńşůăěšś£ ÀďćşşčőńĳŋĺłÁ ś śőćŕăďă¿źĺňĺ śšőřőŋăňĺ.

q q�^�q^� q^{AA}

AAqq_�q_� � �q_{AAA}

A_1 k l

n

A(k; l)

Ůěřěğ a(k; l) őąőğŋăůĺň śšőĺňőśšĳ řăğřěğăŋĺ£ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă A(k; l) ďĺăčőŋăń£ňĺ ŋă šřěşčőńĳŋĺłĺ. Ŋăŕĺÿěň řěłşřřěŋšŋş¿ ťőřňşńş ďń£ a(k; l). Ŕřĺ l = k + 1 ŕőńşůăěšś£ ďćşşčőńĳŋĺł, ĺ ňż ŕőńăčăěň a(k; l) = 0. Ŕřĺ l = k + 2 ŕőńşůăěšś£ šřěşčőńĳŋĺł, ĺ ć ¡šőň śńşůăě šăłęě a(k; l) = 0. Ŕşśšĳ l ¿ k + 2.

q^{AA}

AAqq_�q_� � �qk l i � � � @@ @@ @

Ţőřďă k{l £ćń£ěšś£ śšőřőŋőľ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă A(k; l) ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, śšőřőŋőľ őďŋőčő ĺğ šřěşčőńĳŋĺłőć, ŋă łőšőřżě őŋ řăğřěğăŋ. Ŕřőšĺćőŕőńőęŋőľ ćěřÿĺŋőľ i ¡šőčő šřěşčőńĳŋĺłă ňőęěš ążšĳ ń¿ąă£ ĺğ ćěřÿĺŋ k+1; : : :; l−1, ĺ ňĺŋĺňăńĳŋă£ śšőĺňőśšĳ řăğřěğăŋĺ£ ňőęěš ążšĳ ćżůĺśńěŋă łăł

min{(ďńĺŋă ţőřďż k{i) + (ďńĺŋă ţőřďż i{l) + a(k; i) + a(i; l)}

ŕő ćśěň i = k + 1; : : :; l − 1. Ŕřĺ ¡šőň ŋăďő şůěśšĳ, ůšő ŕřĺ q = p + 1 ţőřďă p{q | ŋě ţőřďă, ă śšőřőŋă, ĺ ěě ďńĺŋş ŋăďő śůĺšăšĳ řăćŋőľ 0 (ŕő śšőřőŋě řăğřěğ ŋě ŕřőćőďĺšś£).

Śőśšăćĺć šăąńĺűş ďń£ a(k; l) ĺ ğăŕőńŋ££ ě-ě ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£ ůĺśńă ćěřÿĺŋ (řăćŋőčő l−k+1), ňż ŕőńşůăěň ŕřőčřăňňş, ĺśŕőńĳğş¿źş¿ ŕăň£šĳ ŕőř£ďłă n^2 ĺ ćřěň£ ŕőř£ďłă n^3 (őďŋőłřăšŋőě ŕřĺňěŋěŋĺě řěłşřřěŋšŋőľ ťőřňşńż šřěąşěš ćżąőřă ňĺŋĺňşňă ĺğ ŋě ąőńěě ůěň n ůĺśěń).

8.1.5. Ňăšřĺűěľ řăğňěřă m × n ŋăğżćăěšś£ ŕř£ňőşčőńĳŋă£ šăąńĺűă ĺğ m śšřőł ĺ n śšőńąűőć, ğăŕőńŋěŋŋă£ ůĺśńăňĺ. Ňăšřĺűş řăğňěřă m × n ňőęŋő şňŋőęĺšĳ ŋă ňăšřĺűş řăğňěřă n × k (ÿĺřĺŋă ńěćőčő śőňŋőęĺšěń£ ďőńęŋă řăćŋ£šĳś£ ćżśőšě ŕřăćőčő), ĺ ŕőńşůăěšś£ ňăšřĺűă řăğňěřőň m×k. Űěŋőľ šăłőčő şňŋőęěŋĺ£ ąşďěň śůĺšăšĳ ŕřőĺğćěďěŋĺě mnk (šăłőćő ůĺśńő şňŋőęěŋĺľ, łőšőřżě ŋşęŋő ćżŕőńŋĺšĳ ŕřĺ śšăŋďăřšŋőň śŕőśőąě şňŋőęěŋĺ£ | ŋő śěľůăś ¡šő ŋăň ŋě ćăęŋő). Şňŋőęěŋĺě ňăšřĺű ăśśőűĺăšĺćŋő, ŕő¡šőňş ŕřőĺğćěďěŋĺě s ňăšřĺű ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ ć řăğŋőň ŕőř£ďłě. Ďń£ łăęďőčő ŕőř£ďłă ŕőďśůĺšăěň śşňňăřŋş¿ űěŋş ćśěţ ňăšřĺůŋżţ şňŋőęěŋĺľ. Ŋăľšĺ ňĺŋĺňăńĳŋş¿ űěŋş ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřőĺğćěďěŋĺ£, ěśńĺ ĺğćěśšŋż řăğňěřż ćśěţ ňăšřĺű. Ůĺśńő ďěľśšćĺľ ďőńęŋő ążšĳ őčřăŋĺůěŋő ňŋőčőůńěŋőň őš ůĺśńă ňăšřĺű.

Ŕřĺňěř. Ňăšřĺűż řăğňěřőň 2 × 3, 3 × 4, 4 × 5 ňőęŋő ŕěřěňŋőęăšĳ ďćşň£ śŕőśőąăňĺ. Ć ŕěřćőň űěŋă řăćŋă 2 · 3 · 4 + 2 · 4 · 5 = 24 + 40 = 64, ćő ćšőřőň űěŋă řăćŋă 3 · 4 · 5 + 2 · 3 · 5 = 90.

Řěÿěŋĺě. Ŕřěďśšăćĺň śěąě, ůšő ŕěřćă£ ňăšřĺűă ŋăŕĺśăŋă ŋă őšřěğłě [0; 1], ćšőřă£ | ŋă őšřěğłě [1; 2],: : :, s-ă£ | ŋă őšřěğłě [s−1; s]. Ňăšřĺűż ŋă őšřěğłăţ [i − 1; i] ĺ [i; i + 1] ĺňě¿š őąźĺľ řăğňěř, ŕőğćőń£¿źĺľ ĺţ ŕěřěňŋőęĺšĳ. Őąőğŋăůĺň ěčő ůěřěğ d[i]. Šăłĺň őąřăğőň, ĺśţőďŋżň ďăŋŋżň ć ğăďăůě £ćń£ěšś£ ňăśśĺć d[0] : : :d[s].

Ůěřěğ a(i; j) őąőğŋăůĺň ňĺŋĺňăńĳŋş¿ űěŋş ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňăšřĺű ŋă şůăśšłě [i; j] (ŕřĺ 0 6 i ¡ j 6 s). Ĺśłőňă£ ćěńĺůĺŋă řăćŋă a(0; s). Ćěńĺůĺŋż a(i; i + 1) řăćŋż ŋşń¿ (ňăšřĺűă őďŋă ĺ ŕěřěňŋőęăšĳ ŋĺůěčő ŋě ŋăďő). Řěłşřřěŋšŋă£ ťőřňşńă ąşďěš šăłőľ:

a(i; j) = min{a(i; k) + a(k; j) + d[i]d[k]d[j]}

čďě ňĺŋĺňşň ąěřěšś£ ŕő ćśěň ćőğňőęŋżţ ňěśšăň ŕőśńěďŋěčő şňŋőęěŋĺ£, šő ěśšĳ ŕő ćśěň k = i + 1; : : :; j − 1. Ć śăňőň ďěńě, ŕřőĺğćěďěŋĺě ňăšřĺű ŋă őšřěğłě [i; k] ěśšĳ ňăšřĺűă řăğňěřă d[i]d[k], ŕřőĺğćěďěŋĺě ňăšřĺű ŋă őšřěğłě [k; j] ĺňěěš řăğňěř d[k]d[j], ĺ űěŋă ćżůĺśńěŋĺ£ ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ řăćŋă d[i]d[k]d[j].