ìåëãéé ðï íáôåíáôéþåóëïê ìïçéëå é ôåïòéé áìçïòéôíïœ

î. ë. œÅÒÅÝÁÇÉÎ, á. ûÅÎØ

îáþáìá ôåïòéé íîïöåóôœ

íÏÓËŒÁ, 1999 ââë 22.12

œ31 î. ë. œÅÒÅÝÁÇÉÎ, á. ûÅÎØ. ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ É ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ. þÁÓÔØ 1. îÁÞÁÌÁ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. í.: íãîíï, 1999. 128 c.

ëÎÉÇÁ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÐÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÍ ÌÅËÃÉÊ É ÓÅÍÉÎÁÒÏŒ, ÐÒÏŒÏÄÉŒÛÉÈÓÑ ÁŒÔÏÒÁÍÉ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÕÒ- ÓÏŒ ÍÅÈÍÁÔÁ íçõ. œ ÎÅÊ ÒÁÓÓËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÑÈ ĂÎÁÉŒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒĄ (ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÕÐÏÒÑ- ÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ, ÏÒÄÉÎÁ- ÌÙ). éÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÏ ÎÁ ÕÞÅÎÉËÏŒ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÛËÏÌ, ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ É ŒÓÅÈ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÏÓÎÏŒÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ëÎÉÇÁ ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ÏËÏ- ÌÏ 150 ÚÁÄÁÞ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ.

ôÅËÓÔÙ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ËÎÉÇÕ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏ ÒÁÓ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÍÙÍÉ É ÄÏÓÔÕÐÎÙ ÐÏ ÁÄÒÅÓÕ

ftp://ftp.mccme.ru/users/shen/logic/sets

ISBN 5-900916-36-7

ëÎÉÇÁ ÉÚÄÁÎÁ ÐÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏŒÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÊ (ÐÒÏÅËÔ 98-01-14119) © î. ë. œÅÒÅÝÁÇÉÎ, á. ûÅÎØ, 1999 © íãîíï, 1999

éÚÄÁÔÅÌØÓÔŒÏ íÏÓËÏŒÓËÏÇÏ ãÅÎÔÒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ôÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÄÁËÔÏÒ œ. œ. ûÕŒÁÌÏŒ ìÉÃÅÎÚÉÑ ìò Ć071150 ÏÔ 11.04.95Ç.

ðÏÄÐÉÓÁÎÏ Œ ÐÅÞÁÔØ 05.07.99. æÏÒÍÁÔ 84 × 108=32. ðÅÞÁÔØ ÏÆÓÅÔÎÁÑ. ðÅÞ. Ì. 4 ôÉÒÁÖ 3000. úÁËÁÚ Ć1.

íãîíï 121002, íÏÓËŒÁ, âÏÌØÛÏÊ œÌÁÓØÅŒÓËÉÊ ÐÅÒ., 11

ïÇÌÁŒÌÅÎÉÅ

ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ 4

1. íÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÍÏÝÎÏÓÔÉ 6 1.1. íÎÏÖÅÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.2. þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.3. òÁŒÎÏÍÏÝÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . 12 1.4. óÞčÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . 14 1.5. ôÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ { âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ . . . . . . . 22 1.6. ôÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . 30 1.7. æÕÎËÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 1.8. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÍÏÝÎÏÓÔÑÍÉ . . . . . . . . . 43

2. õÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ 49 2.1. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ É ÐÏÒÑÄÏË . . . . . . . . . 49 2.2. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 2.3. æÕÎÄÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ . . . . . . . . . 61 2.4. œÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ . . . . . 65 2.5. ôÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÁÑ ÒÅËÕÒÓÉÑ . . . . . . . . . . . 69 2.6. ôÅÏÒÅÍÁ ãÅÒÍÅÌÏ . . . . . . . . . . . . . . . 77 2.7. ôÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ É ÂÁÚÉÓ çÁÍÅÌÑ . 81 2.8. ìÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ É Åč ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ . . . . . . . . 86 2.9. óŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÍÏÝÎÏÓÔÑÍÉ . . . . 91 2.10. ïÒÄÉÎÁÌÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 2.11. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ . . . . . . . . . . . . 100 2.12. éÎÄÕËÔÉŒÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÓÔÅÐÅÎÉ . . . . 103 2.13. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ . . . . . . . . . . . . 111

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ 121

ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ

ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍÁÑ ŒÁÛÅÍÕ ŒÎÉÍÁÎÉÀ ËÎÉÇÁ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÐÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÍ ÌÅËÃÉÊ ÄÌÑ ÍÌÁÄÛÅËÕÒÓÎÉËÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÞÉ- ÔÁÌÉÓØ ÁŒÔÏÒÁÍÉ Œ ÒÁÚÎÙÅ ÇÏÄÙ ÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉ- ÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõ. (íÙ ÎÁÄÅÅÍÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÜÔÕ ÓÅÒÉÀ: ÇÏÔÏŒÑÔÓÑ Ë ÐÅÞÁÔÉ ËÎÉÇÉ ĂñÚÙËÉ É ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑĄ É ĂœÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉĄ.)

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÏÒ- ÄÉÎÁÌÙ, ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ) ŒÈÏÄÑÔ Œ ÞÉÓÌÏ ŒÅÝÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÚÎÁÔØ ÌÀÂÏÍÕ ÇÒÁÍÏÔÎÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉ- ËÕ (ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÌÏÇÉËÏÍ ÉÌÉ ÏÂÝÉÍ ÔÏÐÏÌÏÇÏÍ). ïÂÙÞÎÏ ÐÒÏ ÎÉÈ ËÏÒÏÔËÏ ÐÉÛÕÔ Œ ÐÅÒŒÙÈ ÇÌÁŒÁÈ ÕÞÅÂÎÉËÏŒ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÌÉ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÉ, ÓÐÅÛÁ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÍÅ ËÎÉÇÉ. á ÖÁÌØ | ÐÒÅÄÍÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ, ŒÁÖÅÎ É ÐÒÏÓÔ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ Ï ÎčÍ ÎÅ ÔÏÒÏÐÑÓØ.

éÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ÐÏÐÕÌÑÒÎÙÊ ÒÁÓÓËÁÚ ÍÙ ÐÙÔÁÌÉÓØ ÎÁ- ÐÉÓÁÔØ, ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÎÙÈ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ: ÏÔ ÐÏÄ- ÇÏÔÏŒÌÅÎÎÏÇÏ ÛËÏÌØÎÉËÁ (ÚÁÈÏÔÅŒÛÅÇÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÐÏÂÅÄ ÎÁ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁÈ Ë ÞÅÍÕ-ÔÏ ÂÏÌÅÅ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÏÍÕ) ÄÏ ÐÒÏ- ÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ (ÒÅÛÉŒÛÅÇÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ ÐÏ ÄÏÒÏÇÅ ÎÁ ÏÔÄÙÈ, ÞÔÏ ÖÅ ÔÁËÏÅ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÁÑ ÉÎÄÕË- ÃÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ŒÓÅÇÄÁ ÚÁÍÅÎÑÀÔ ÌÅÍÍÏÊ ãÏÒÎÁ). äÌÑ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÇÏ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÁ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏ- ÖÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÄÒÕÇÉÍ ËÎÉÇÁÍ (ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÐÅ- ÒÅÞÉÓÌÅÎÙ Œ ÓÐÉÓËÅ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ ÎÁ Ó. 121).

áŒÔÏÒÙ ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÏÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔØ ÓŒÏÅÇÏ ÕÞÉÔÅÌÑ, œÌÁÄÉÍÉÒÁ áÎÄÒÅÅŒÉÞÁ õÓÐÅÎÓËÏÇÏ, ÌÅËÃÉÉ, ÔÅËÓÔÙ É ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏŒÌÉÑÌÉ ÎÁ ÎÉÈ (É ÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ), ŒÅÒÏÑÔÎÏ, ÄÁÖÅ Œ ÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÞÅÍ ÁŒÔÏÒÙ ÜÔÏ ÏÓÏÚÎÁÀÔ.

ðÒÉ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÅ ÔÅËÓÔÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÙ ÚÁÐÉÓÉ á. åŒÆÉ- ÍØÅŒÓËÏÇÏ É á. òÏÍÁÝÅÎËÏ (ËÏÔÏÒÙÊ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÞčÌ ÐÒÅÄ- ŒÁÒÉÔÅÌØÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ËÎÉÇÉ É ÎÁÛčÌ ÔÁÍ ÎÅÍÁÌÏ ÏÛÉ- ÂÏË).

ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ 5

ïÒÉÇÉÎÁÌ-ÍÁËÅÔ ËÎÉÇÉ ÐÏÄÇÏÔÏŒÌÅÎ Åč ÒÅÄÁËÔÏÒÏÍ, œ. œ. ûÕŒÁÌÏŒÙÍ; ÂÅÚ ÅÇÏ ÎÁÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔÉ (ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÇÏ- ÔÏŒÎÏÓÔÉ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÚÁ ÏÛÉÂËÉ) ÏÒÉÇÉ- ÎÁÌ-ÍÁËÅÔ ŒÒÑÄ ÌÉ ÐÏÑŒÉÌÓÑ ÂÙ Ë ËÁËÏÍÕ-ÌÉÂÏ ÓÒÏËÕ.

áŒÔÏÒÙ ÐÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÙ «Ecole Normale Sup«erieure de Lyon (æÒÁÎÃÉÑ) ÚÁ ÐÏÄÄÅÒÖËÕ É ÇÏÓÔÅÐÒÉÉÍÓÔŒÏ ŒÏ ŒÒÅ- ÍÑ ÎÁÐÉÓÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ.

éÚÄÁÎÉÅ ËÎÉÇÉ ÓÔÁÌÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ òÏÓÓÉÊ- ÓËÏÍÕ ÆÏÎÄÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÊ, Á ÔÁËÖÅ é. œ. ñÝÅÎËÏ, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÇÏŒÏÒÉÌ ÁŒÔÏÒÏŒ ÐÏÄÁÔØ ÔÕÄÁ ÚÁ- ÑŒËÕ.

îÁËÏÎÅÃ, ÍÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÍ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÏŒ, ÁÓÐÉÒÁÎÔÏŒ É ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ ËÁÆÅÄÒÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÍÅÈÍÁÔÁ íçõ, Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏŒ ÎÁÛÉÈ ÌÅËÃÉÊ É ÓÅÍÉÎÁ- ÒÏŒ É ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÙÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ.

ðÒÏÓÉÍ ÓÏÏÂÝÁÔØ Ï ŒÓÅÈ ÏÛÉÂËÁÈ É ÏÐÅÞÁÔËÁÈ ÁŒÔÏ- ÒÁÍ (ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÅ ÁÄÒÅÓÁ ver@mccme.ru, shen@mccme.ru; ÐÏÞÔÏŒÙÊ ÁÄÒÅÓ: íÏÓËŒÁ, 121002, âÏÌØÛÏÊ œÌÁÓØÅŒÓËÉÊ ÐÅÒ., 11, íÏÓËÏŒÓËÉÊ ÃÅÎÔÒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ).

î. ë. œÅÒÅÝÁÇÉÎ, á. ûÅÎØ

1. íÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÍÏÝÎÏÓÔÉ

1.1. íÎÏÖÅÓÔŒÁ

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁÍÉ É ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ:

• íÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. úÁÐÉÓØ x ∈ M ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M .

• çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B (ÚÁÐÉÓØ: A ⊂ B), ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ B.

• íÎÏÖÅÓÔŒÁ A É B ÒÁŒÎÙ (ÚÁÐÉÓØ: A = B), ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ A ⊂ B É B ⊂ A).

• åÓÌÉ A | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B, ÎÅ ÒÁŒÎÏÅ ŒÓÅÍÕ B, ÔÏ A ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ B (ÚÁ- ÐÉÓØ: A ⊊ B).

• ðÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ∅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ.

• ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ A ∩ B ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÂÏÉÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁÍ A É B. üÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÔÁË:

A ∩ B = {x | x ∈ A É x ∈ B}

(ÞÉÔÁÅÔÓÑ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ x, ÞÔÏ : : : ).

• ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ A ∪ B ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B:

A ∪ B = {x | x ∈ A ÉÌÉ x ∈ B}:

[Ð. 1] íÎÏÖÅÓÔŒÁ 7

• òÁÚÎÏÓÔØ A\B ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÁÔ A, ÎÏ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ B:

A \ B = {x | x ∈ A É x =∈ B}:

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ A, ÒÁÚÎÏÓÔØ A \ B ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉ- ÅÍ B ÄÏ A.

• óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ A △ B ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B:

A △ B = (A \ B) ∪ (B \ A) = (A ∪ B) \ (A ∩ B):

• þÅÒÅÚ {a; b; c} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a, b, c É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÒÕÇÉÈ. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ a, b, c ÅÓÔØ ÒÁŒÎÙÅ, ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ðÏÄÏÂÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÓÐÏÌØÚÕ- ÅÔÓÑ É Œ ÍÅÎÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_0; a_1; : : : ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ {a_0; a_1; : : : } ÉÌÉ ÄÁÖÅ {a_i}. âÏÌÅÅ ÁËËÕÒÁÔÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÁËÏŒÁ: {a_i | i ∈ N}, ÇÄÅ N | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {0; 1; 2; : : :}.

ðÏÎÑÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏÑŒÉÌÏÓØ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÓÒÁŒÎÉ- ÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁŒÎÏ, Œ ËÏÎÃÅ 19-ÇÏ ŒÅËÁ, Œ ÓŒÑÚÉ Ó ÒÁÂÏÔÁÍÉ ëÁÎÔÏÒÁ (ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒ), Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÊÄčÔ ÒÅÞØ ÄÁÌØÛÅ (ÒÁÚÄÅÌ 1.3 É ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ). îÅËÏÔÏ- ÒÏÅ ŒÒÅÍÑ ÎÁÚÁÄ ÜÔÏÔ ÑÚÙË ÐÙÔÁÌÉÓØ ŒÎÅÄÒÉÔØ Œ ÛËÏÌØ- ÎÏÅ ÐÒÅÐÏÄÁŒÁÎÉÅ, ÏÂSSÑÓÎÑÑ ÕÞÅÎÉËÁÍ, ÞÔÏ Õ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2+1 = 0 ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ (ŒÐÒÏÞÅÍ, ÐÕÓÔÏÅ), ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÒÅÛÅÎÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ (Á ÄÌÑ ĂÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉĄ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ), ÞÔÏ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ {2; 2; 3} ÎÅ ÔÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, Á ÄŒÁ, É ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ {2; 3}, ÞÔÏ ∅, {∅} É {∅; {∅}} | ÜÔÏ ÔÒÉ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ É Ô. Ä. îÏ ŒÓč ÒÁŒÎÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÛËÏÌØÎÉËÏŒ ÔÁË É ÎÅ ÐÏÎÑÌÏ, ÐÏÞÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 = = 4 ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ËÁË {−2; 2}, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ

ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 = −4 ÎÅÌØÚÑ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ËÁË {∅} (Á ÎÁÄÏ ÐÉ- ÓÁÔØ ∅). ïÔÍÅÔÉÍ ËÓÔÁÔÉ ÅÝč ÄŒÁ ÒÁÓÈÏÖÄÅÎÉÑ: Œ ÛËÏÌÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó ÅÄÉÎÉÃÙ, Á Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÎÉÖËÁÈ | Ó ÎÕÌÑ (ÍÙ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÎÕÌØ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÎÏÇÄÁ ŒÍÅÓÔÏ ⊂ ÐÉÛÕÔ ⊆, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ⊂ ÄÌÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ (ŒÍÅÓÔÏ ÎÁ- ÛÅÇÏ ⊊).

íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ŒÁÍ ÚÎÁËÏÍÙ, É ÂÕÄÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏ ÉÍÉ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ. œÏÔ ÎÅ- ÓËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÓÁÍÏËÏÎÔÒÏÌÑ; ÎÁÄÅÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÉÎ- ÓÔŒÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔ ÄÌÑ ŒÁÓ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÔÒÕÄÁ.

1. óÔÁÒÅÊÛÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÓÒÅÄÉ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÏŒ É ÓÔÁÒÅÊÛÉÊ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔ ÓÒÅÄÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ | ÜÔÏ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÔÏÔ ÖÅ ÞÅÌÏŒÅË ÉÌÉ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ) ÒÁÚÎÙÅ?

2. ìÕÞÛÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÓÒÅÄÉ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÏŒ É ÌÕÞÛÉÊ ÛÁÈ- ÍÁÔÉÓÔ ÓÒÅÄÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ | ÜÔÏ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÔÏÔ ÖÅ ÞÅÌÏŒÅË ÉÌÉ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ) ÒÁÚÎÙÅ?

3. ëÁÖÄÙÊ ÄÅÓÑÔÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË | ÛÁÈÍÁÔÉÓÔ, Á ËÁÖÄÙÊ ÛÅÓÔÏÊ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔ | ÍÁÔÅÍÁÔÉË. ëÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ | ÍÁÔÅÍÁÔÉ- ËÏŒ ÉÌÉ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÏŒ | É ŒÏ ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ?

4. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, B É C, ÞÔÏ A ∩ B ≠ ≠ ∅, A ∩ C = ∅ É (A ∩ B) \ C = ∅?

5. ëÁËÉÅ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ (Á) (A ∩ B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C); (Â) (A∪B)∩C = (A∩C)∪(B ∩C); (Œ) (A∪B)\C = (A\C)∪B; (Ç) (A ∩ B) \ C = (A \ C) ∩ B; (Ä) A \ (B ∪ C) = (A \ B) ∩ ∩ (A \ C); (Å) A \ (B ∩ C) = (A \ B) ∪ (A \ C) ŒÅÒÎÙ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A; B; C?

6. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÅÒÎÙÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. (äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁŒÎÙ. ðÕÓÔØ x | ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. ôÏÇÄÁ : : : ðÏÜÔÏÍÕ x ŒÈÏÄÉÔ Œ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ : : : ) ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÙ Ë ÎÅŒÅÒÎÙÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ.

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ: A △ (B △ C) = (A △ B) △ C ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A, B É C. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2 ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ.)

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (A1 ∩ : : : ∩ An) △ (B1 ∩ : : : ∩ Bn) ⊂ (A1 △ △ B1) ∪ : : : ∪ (An △ Bn) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A1; : : : ; An É B1; : : : ; Bn.

9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∩, ∪, \) ÎÅŒÅÒÎÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ Ë ÎÅÍÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÕÓÔÙ ÉÌÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

10. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ A É B Ó ÐÏÍÏÝØÀ (ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ) ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ É ÒÁÚÎÏÓÔÉ? (äŒÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.) ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÔÒčÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ É ÄÌÑ n ÍÎÏÖÅÓÔŒ. (ïÔŒÅÔ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ: 2^{2n −1}.)

11. ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ, ÅÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∪ É ∩. (äÌÑ ÄŒÕÈ É ÔÒčÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏÄÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÎÏ ÏÂÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ. üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ÞÉÓÌÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ.)

12. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Õ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ?

13. ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á ÅÇÏ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÓÏÄÅÒÖÉÔ k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ C, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ B ⊂ C ⊂ A?

14. íÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. œ ÎčÍ ŒÙÄÅÌÅÎÏ k ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÒÉÞčÍ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ. ëÁËÏŒÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ k? (õËÁÚÁÎÉÅ. íÁËÓÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÍÅÀÔ ÐÏ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ Ó ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ, ÐÏËÁ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U. œ ÈÏÄÅ ÔÁ- ËÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÍÏÖÅÔ ÐÏÑŒÉÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉ- ÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ; ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÒÏÊÔÉ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ U ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÁ, ËÏÇÄÁ Z ÓÏÄÅÒÖÉÔ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙ.)

1.2. þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ

þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÅÇÏ ÍÏÝÎÏÓÔØÀ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ |A| (Á ÔÁËÖÅ #A). (œÓËÏÒÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÍÏÝÎÏÓÔÑÈ É ÄÌÑ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.) óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÊ- ÔÉ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÅÓÌÉ ÉÚ-

ŒÅÓÔÎÙ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ, Á ÔÁËÖÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (æÏÒÍÕÌÁ ŒËÌÀÞÅÎÉÊ É ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ). |A ∪ B| = |A| + |B| − |A ∩ B|; |A ∪ B ∪ C| = |A| + |B| + |C| − − |A ∩ B| − |A ∩ C| − |B ∩ C| + + |A ∩ B ∩ C|;

ŒÏÏÂÝÅ |A_1 ∪ : : : ∪ A_n| ÒÁŒÎÏ ∑ i |A_i| − ∑ i<j |A_i ∩ A_j | + ∑ i<j<k

|A_i ∩ A_j ∩ A_k| − : : :

⊲ üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n, ÎÏ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U , ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_1; : : : ; A_n.

èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ⊂ U ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÀ ffl_X , ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁŒÎÁ 1 ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ X É 0 ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ U . ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ Ó ÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ: ffl_{A∩B} (u) = ffl_A(u)ffl_B (u). äÏÐÏÌÎÅÎÉÀ (ÄÏ U ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ 1 − ffl, ÅÓÌÉ ffl | ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË ÓÕÍ- ÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ: |X| = ∑ u ffl_X (u):

ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ A_1 ∪ : : : ∪ A_N ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË ÄÏÐÏÌÎÅ- ÎÉÅ Ë ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A_i; Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÍÅÅÍ

ffl_{A1 ∪:::∪An} = 1 − (1 − ffl_{A1} ) : : : (1 − ffl_{An} ):

òÁÓËÒÙŒ ÓËÏÂËÉ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ∑ i ffl_{Ai} − ∑ i<j ffl_{Ai} ffl_{Aj} + ∑ i<j<k

ffl_{Ai} ffl_{Aj} ffl_{Ak} − : : :

É ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏŒÁŒ ÌÅŒÕÀ É ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÏ ŒÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÍ U (ÏÂÅ ÏÎÉ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ U ), ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ŒËÌÀÞÅÎÉÊ É ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ. ⊳

15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |A1 △ : : : △ An| ÒÁŒÎÏ ∑ i |Ai| − 2 ∑ i¡j |Ai ∩ Aj | + 4 ∑ i¡j¡k

|Ai ∩ Aj ∩ Ak | − : : :

(ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄŒÏÊËÉ).

ðÏÄÓÞčÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÏÔÎÏÓÑÔ Ë ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÓŒÅÄÅ- ÎÉÑ ÉÚ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ ÄÁÌØÛÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÚÁ- ÄÁÞ. óÅÊÞÁÓ ÎÁÓ Œ ÐÅÒŒÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐ:

ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ÔÏ Œ ÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

(œÚÁÉÍÎÁÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÕ ÐÅÒŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÌ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ŒÔÏÒÏÇÏ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.)

œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÎ- ÃÉÐÁ.

16. îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ŒÙÂÒÁÎÙ 1000 ÂÅÌÙÈ ÔÏÞÅË É ÏÄÎÁ ÞčÒ- ÎÁÑ. þÅÇÏ ÂÏÌØÛÅ | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÂÅÌÙÈ ÔÏÞ- ËÁÈ ÉÌÉ ÞÅÔÙÒčÈÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÁ ŒÅÒÛÉÎÁ ÞčÒÎÁÑ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÒÉ ÂÅÌÙÅ? (òÅÛÅÎÉÅ: ÉÈ ÐÏÒÏŒÎÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁ- ÖÄÏÍÕ ÞÅÔÙÒčÈÕÇÏÌØÎÉËÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÎÙÊ ÔÒÅÍÑ ÅÇÏ ÂÅÌÙÍÉ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ.)

17. ëÁËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÂÏÌØÛÅ Õ 100-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ: ÍÏÝÎÏÓÔÉ 57 ÉÌÉ ÍÏÝÎÏÓÔÉ 43? (õËÁÚÁÎÉÅ: 57+43 = 100.)

18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n, ÓÏÓÔÁ- ŒÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Õ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; 2; : : : ; n}. (õËÁÚÁÎÉÅ: ËÁÖÄÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ X ⊂ {1; 2; : : : ; n} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ĂÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØĄ, ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ i ∈ X.)

19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÄÌÉÎÙ n, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ ÒÁŒÎÏ k, ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ k-ÜÌÅ- ÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ n ÐÏ k É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ C^k_n Œ ÒÕÓÓËÉÈ ËÎÉÖËÁÈ; Œ ÉÎÏÓÔÒÁÎÎÙÈ ÏÂÙÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

(_n k ) . 20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C^k_n = C^{n−k}_n .

21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C^0_n + C^1_n + : : : + C^n_n = 2^n. 22. ðÕÓÔØ U | ÎÅÐÕÓÔÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U, ÉÍÅÀÝÉÈ ÞčÔÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅÞčÔÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ u ∈ U É ÏÂSSÅÄÉÎÉÍ Œ ÐÁÒÙ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÞËÅ u.)

23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C^0_n − C^1_n + C^2_n − : : : + (−1)^n C^n_n = 0. (õËÁ- ÚÁÎÉÅ: ËÁË ÜÔÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ?)

24. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ:

(a + b)^n = C^0_na^n + C^1_n a^{n−1}b + : : : + C^k_n a^{n−k} b^k + : : : + C^n_n b^n:

25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÉ ÓËÏÂÏË (ÕËÁÚÙ- ŒÁÀÝÉÈ ÐÏÒÑÄÏË ÄÅÊÓÔŒÉÊ) Œ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÒÁÚÂÉÔØ ŒÙÐÕË- ÌÙÊ (n + 1)-ÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ. (äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÔÒčÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÅÓÔØ ÄŒÁ ŒÁÒÉÁÎÔÁ (ab)c É a(bc); Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÔØ ÄŒÁ ÓÐÏÓÏ- ÂÁ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÞÅÔÙÒčÈÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÄŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÏŒÅ- ÄÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÞÅÔÙÒčÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ É ÄÌÑ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏ 5 ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ.)

1.3. òÁŒÎÏÍÏÝÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

äŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÒÕÇÏÇÏ.

äÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÎÉÈ ÏÄÉ- ÎÁËÏŒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÒÅÚËÉ [0; 1] É [0; 2] ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → 2x ÏÓÕ- ÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ.

[Ð. 3] òÁŒÎÏÍÏÝÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ 13

26. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (a; b) É (c; d) ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ.

27. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ËÒÕÇÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ.

28. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌ [0; 1) ÒÁŒÎÏÍÏÝÅÎ ÐÏÌÕ- ÉÎÔÅÒŒÁÌÕ (0; 1].

îÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁ ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌ (0; 1) É ÌÕÞ (0; +∞) ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → 1=x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍ- ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ ÍÅÖÄÕ (0; 1) É (1; +∞), Á x → (x − 1) | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ ÍÅÖÄÕ (1; +∞) É (0; +∞), ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ x → → (1=x) − 1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ ÍÅÖÄÕ (0; 1) É (0; +∞).

œÏÏÂÝÅ, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÒÅ- ÆÌÅËÓÉŒÎÏ (ËÁÖÄÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÓÁÍÏÍÕ ÓÅÂÅ), ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ (ÅÓÌÉ A ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ B, ÔÏ É B ÒÁŒÎÏÍÏÝ- ÎÏ A) É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ (ÅÓÌÉ A ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ B É B ÒÁŒÎÏ- ÍÏÝÎÏ C, ÔÏ A ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ C). óŒÏÊÓÔŒÏÍ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ- ÓÔÉ ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ, ŒÚÑŒ ÌÕÞ (1; +∞) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

åÝč ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ:

• íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕ- ÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÉÍ Ó ËÁÖÄÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÏ- ÍÅÒÏŒ ÍÅÓÔ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÕÓÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ, ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉÃ | ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÏÍÕ ÒÑÄÕ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 10101010 : : : | ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÞčÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.)

• íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÃÉÆÒ 0, 1, 2, 3 ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÃÉÆÒ 0 É 1. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖ- ÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÃÉÆÒÙ 0, 1, 2, 3 ÇÒÕÐÐÁÍÉ 00, 01,

10, 11. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÎÁ ÐÁÒÙ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ËÁÖÄÁÑ ÐÁÒÁ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÃÉÆÒÕ ÏÔ 0 ÄÏ 3.)

• íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÃÉÆÒ 0, 1, 2 ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÃÉÆÒ 0 É 1. (íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÔÁË: ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, É ÐÏ- ÔÏÍÕ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ. üÔÏÔ ÈÏÄ ÍÙÓÌÅÊ ÐÒÁŒÉÌÅÎ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ { âÅÒÎ- ÛÔÅÊÎÁ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 1.5. îÏ ÚÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ É ÂÅÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÅÓÌÉ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÃÉÆÒÙ 0, 1 É 2 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ 0, 10 É 11: ÌÅÇËÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÁËÉÅ ÂÌÏËÉ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ. ôÁËÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ĂÐÒÅÆÉËÓÎÙÍ ËÏÄÏÍĄ.)

• ðÒÉÍÅÒ Ó ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÌÀÂÏ- ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U (ÏÎÏ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ P (U ) É ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ power set) ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁŒÑÔ Œ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ∈ U ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 0 É 1 (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÀÔ 2^X ). (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ X ⊂ U ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.)

íÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÜÔÏÔ ÓÐÉÓÏË, ÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÌÅÚÎÏ ÄÏËÁ- ÚÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÁËÔÏŒ Ï ÓÞčÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ (ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ).

1.4. óÞčÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÞčÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏÍÏÝ- ÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ N ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ {x_0; x_1; x_2; : : : } (ÚÄÅÓØ x_i | ÜÌÅÍÅÎÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÞÉÓÌÕ i; ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÚÁÉÍ- ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅ x_i ÒÁÚÌÉÞÎÙ).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ZÓÞčÔÎÏ, ÔÁË ËÁË ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0; 1; −1; 2; −2; 3; −3; : : :

ôÅÏÒÅÍÁ 2. (Á) ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÏ- ÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏ.

(Â) œÓÑËÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÞčÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

(Œ) ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÏÎÅÞ- ÎÙÈ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏ.

⊲ (Á) ðÕÓÔØ B | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A = {a_0; a_1; a_2; : : : }. œÙÂÒÏÓÉÍ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_0; a_1; : : : ÔÅ ÞÌÅÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ B (ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÐÏÒÑÄÏË ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ). ôÏÇÄÁ ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (É ÔÏÇÄÁ B ËÏÎÅÞÎÏ), ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ (É ÔÏÇÄÁ B ÓÞčÔÎÏ).

(Â) ðÕÓÔØ A ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. ôÏÇÄÁ ÏÎÏ ÎÅÐÕÓÔÏ É ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b_0. âÕÄÕÞÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ, ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ A ÎÅ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ b_0 | ŒÏÚØÍčÍ ËÁ- ËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b_1, É Ô. Ä. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b_0; b_1; : : : ; ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÎÅ ÐÒÅÒŒčÔÓÑ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ ÛÁÇÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ A ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ B = {b_0; b_1; : : : } É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÓÞčÔÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ B ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó A, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ A ÓÞčÔÎÏ.)

(Œ) ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÞčÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A_1; A_2; : : : òÁÓÐÏÌÏÖÉŒ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (A_i = {a_{i0}; a_{i1}; : : :}) É ÐÏ- ÍÅÓÔÉŒ ÜÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÒÕÇ ÐÏÄ ÄÒÕÇÏÍ, ÐÏÌÕ- ÞÉÍ ÔÁÂÌÉÃÕ

a_{00} a_{01} a_{02} a_{03} : : : a_{10} a_{11} a_{12} a_{13} : : : a_{20} a_{21} a_{22} a_{23} : : : a_{30} a_{31} a_{32} a_{33} : : : : : : : : : : : : : : : : : :

ôÅÐÅÒØ ÜÔÕ ÔÁÂÌÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚŒÅÒÎÕÔØ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÈÏÄÑ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ:

a_{00}; a_{01}; a_{10}; a_{02}; a_{11}; a_{20}; a_{03}; a_{12}; a_{21}; a_{30}; : : :

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_i ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÉÓ- ËÏÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÐÅÒÅÓÅËÁ- ÌÉÓØ, ÔÏ ÉÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÄÏ ŒÙÂÒÏ- ÓÉÔØ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÑ.

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÉÚ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ËÏÎÅÞÎÙ, ÔÏ Œ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÞÁÓÔÉ ÞÌÅÎÏŒ ÎÅ ÂÕÄÅÔ | É ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ, ÌÉÂÏ ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ. ⊳

29. ïÐÉÓÁÎÎÙÊ ÐÒÏÈÏÄ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ ÚÁÄÁčÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÐÁÒ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ N×N) É N. ìÀÂÏÐÙÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏÍ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ). õËÁ- ÖÉÔÅ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (Â) ÔÅÏÒÅ- ÍÙ 2 ÅÓÔØ ÔÏÎËÉÊ ÍÏÍÅÎÔ: ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ÄÏÌÖ- ÎÙ ŒÙÂÒÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A; ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÅÓÔØ, ÎÏ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÐÒÁŒÉÌÁ, ÐÏ- ÚŒÏÌÑÀÝÅÇÏ ÔÁËÏÊ ŒÙÂÏÒ ÏÐÉÓÁÔØ. ðÒÉ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØ- ÎÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÕÔ ÎÕÖÎÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÕÀ ÁËÓÉÏÍÕ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÁËÓÉÏÍÏÊ ŒÙÂÏÒÁ. úÁËÏÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÁËÓÉÏÍÙ ŒÙÚÙŒÁÌÁ ÂÏÌØÛÉÅ ÓÐÏÒÙ Œ ÎÁ- ÞÁÌÅ 20-ÇÏ ŒÅËÁ, ÎÏ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ Ë ÎÅÊ ÐÒÉŒÙËÌÉ, É ÜÔÉ ÓÐÏÒÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÏÞÔÉ ÎÅ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ. œ ÓÅÒÅÄÉÎÅ ŒÅËÁ ŒÅÌÉËÉÊ ÌÏÇÉË ëÕÒÔ çčÄÅÌØ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÁËÓÉÏÍÕ ŒÙÂÏÒÁ ÎÅÌØÚÑ ÏÐÒÏŒÅÒÇÎÕÔØ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, Á Œ 1960-Å ÇÏÄÙ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁ- ÔÉË ðÏÌ äÖ. ëÏÜÎ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ Åč ÎÅÌØÚÑ É ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÁËÓÉÏÍ. (ëÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÜÔÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÊ ÔÒÅÂÕÅÔ ÐÏÄÒÏÂÎÏÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ËÁË ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.)

30. ôÁËÏÊ ÖÅ ÔÏÎËÉÊ ÍÏÍÅÎÔ (ÈÏÔÑ É ÍÅÎÅÅ ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ) ÅÓÔØ É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (Œ). íÏÖÅÔÅ ÌÉ ŒÙ ÄÏÇÁ- ÄÁÔØÓÑ, ÇÄÅ ÏÎ? (ïÔŒÅÔ: ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Ai ÓÞčÔÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ N É Ai. îÏ ÎÕÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ É ÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÜÔÉ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÑ, ÐÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÕÄÁÓÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ Ai É N.)

åÝč ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÓÞčÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ:

• íÎÏÖÅÓÔŒÏ Q ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÞčÔÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÓÏËÒÁ- ÔÉÍÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ Ó ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÍ É ÚÎÁÍÅÎÁ- ÔÅÌÅÍ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÒÏÂÅÊ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ ÓÞčÔÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ Q ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÑ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÞčÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. úÁÂÅÇÁÑ ŒÐÅ- ÒčÄ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 1.6), ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ RŒÓÅÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÓÞčÔÎÏ.

• íÎÏÖÅÓÔŒÏ N^k, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁ- ÂÏÒÙ ÉÚ k ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÞčÔÎÏ. üÔÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k. ðÒÉ k = 2 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N^2 = N × N ÐÁÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÞčÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ {0} × N; {1} × × N; : : : (ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ i-ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÕÄÕÔ ÐÁÒÙ, ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÅÎ i). ðÏÜÔÏÍÕ N^2 ÓÞčÔÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N^3 ÔÒÏÅË ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ {i} × N × N. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒÏÅË, ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ É ÐÏÔÏÍÕ ÒÁŒÎÏ- ÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ N^2, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÞčÔÎÏ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÓÞčÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ N^k Ë ÓÞčÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ N^{k+1}.

• íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁ- ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÞčÔÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÓÞčÔÎÏ (ËÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒÉÄÅÌÉ), ÔÁË ÞÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ ÎÁÓ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÞčÔ- ÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

• œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ | ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÓÞčÔÎÏÅ (ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÅËÓÔÏŒ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÈ ÒÕÓÓËÉÊ ÁÌÆÁŒÉÔ (ÔÁ- ËÏÊ ÔÅËÓÔ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØÀ ÂÕËŒ, ÐÒÏÂÅÌÏŒ, ÚÎÁËÏŒ ÐÒÅÐÉÎÁÎÉÑ É Ô. Ð.), ÓÞčÔÎÏ; ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ (ŒÓÅÈ ÍÙÓÌÉÍÙÈ) ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ É Ô. Ä.

• þÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÓÞčÔ- ÎÏ, ÔÁË ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÚÁÄÁčÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÃÅÌÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ | ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ), Á ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ (ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÄÌÑ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n).

• íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ÓÞčÔÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁËÁÑ ÄÒÏÂØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ ËÁË ËÏÎÅÞ- ÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ (ÚÁÐÑÔÁÑ, ÃÉÆÒÙ, ÓËÏÂËÉ); ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÒÏÂØ 0;16666: : : ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË 0;1(6). á ÔÁËÉÈ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

31. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎ- ÔÅÒŒÁÌÏŒ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏ. (õËÁÚÁÎÉÅ: Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ.)

32. (Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ- ÓÑ ŒÏÓØÍčÒÏË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏ. (œÏÓØÍčÒ- ËÁ | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÌÀÂÙÈ ÒÁÚ- ÍÅÒÏŒ.) (Â) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÂÕËŒ ĂôĄ.

33. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ- ÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ËÏ- ÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏ.

34. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙŒÁ ÎÅÕÂÙŒÁÀ- ÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞčÔ- ÎÏ. ôÅÏÒÅÍÁ 3. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ B ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏ, ÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ A ∪ B ÒÁŒÎÏ- ÍÏÝÎÏ A.

⊲ íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ B ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó A (ÐÅÒÅ- ÓÅÞÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÏÓÉÔØ ÉÚ B, ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ).

œÙÄÅÌÉÍ Œ A ÓÞčÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P ; ÏÓÔÁÔÏË ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Q. ôÏÇÄÁ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ B + P + + Q ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ P + Q (ÚÎÁË + ÓÉÍŒÏÌÉÚÉÒÕÅÔ ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ). ðÏÓËÏÌØËÕ B + P É P

ÏÂÁ ÓÞčÔÎÙ, ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ. åÇÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ÍÅÖÄÕ B + P + Q É P + Q (ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÁÍ ÓÅÂÅ). ⊳

35. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ É ÑŒÎÏ ÕËÁÖÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏÔÒÅÚËÏÍ [0; 1] É ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ [0; 1).

36. ôÅÏÒÅÍÁ 3 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÅÇÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÓËÁÚÁÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÐÒÏ ÕÄÁÌÅÎÉÅ? äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏ É ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÞčÔÎÙÍ, Á B ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏ, ÔÏ A \ B ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ B.

37. îÅÍÅÃËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ò. äÅÄÅËÉÎÄ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÓŒÏÅÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÍÕ ÓÏ ŒÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ äÅÄÅËÉÎÄÏÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

äÏÂÁŒÌÑÑ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÌÅÇËÏ ÐÏ- ÎÑÔØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ, ŒÓÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ (ÏÔÒÅÚËÉ, ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ, ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÙ), ÌÕÞÉ, ÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÉÌÉ ÓÞčÔ- ÎÙÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ É Ô. Ð. ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

38. õËÁÖÉÔÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ [0; 1] ∪ [2; 3] ∪ [4; 5] ∪ : : : É ÏÔÒÅÚËÏÍ [0; 1].

39. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. (õËÁÚÁÎÉÅ: É ÔÏÞËÉ, É ÐÒÑÍÙÅ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÍÉ ÞÉÓÅÌ | ÚÁ ÎÅÂÏÌØÛÉÍÉ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑÍÉ.)

40. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÌÅ- ÖÁÝÉÅ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ) ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. (üÔÏ ŒÅÒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ŒËÌÀÞÁÅÍ ÍÙ ÇÒÁ- ÎÉÞÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ ÉÌÉ ÎÅÔ.)

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ïÔÒÅÚÏË [0; 1] ÒÁŒÎÏÍÏÝÅÎ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ.

⊲ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ x ∈ [0; 1] ÚÁÐÉÓÙŒÁ- ÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ. ðÅÒŒÙÊ ÚÎÁË ÜÔÏÊ ÄÒÏÂÉ ÒÁŒÅÎ 0 ÉÌÉ 1 Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÐÏÐÁ- ÄÁÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ x Œ ÌÅŒÕÀ ÉÌÉ ÐÒÁŒÕÀ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ. þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÎÁË, ÎÁÄÏ ŒÙÂÒÁÎÎÕÀ ÐÏ- ÌÏŒÉÎÕ ÐÏÄÅÌÉÔØ ÓÎÏŒÁ ÐÏÐÏÌÁÍ É ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ËÕÄÁ ÐÏ- ÐÁÄčÔ x, É Ô. Ä.

üÔÏ ÖÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏ- ÎÕ: ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x_0x_1x_2 : : : ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ

x_0 2 + x_1 4 + x_2 8 + : : :

(œ ÜÔÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÞÔÏ ÎÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ | ÎÁÓ ÉÎ- ÔÅÒÅÓÕÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.)

ïÐÉÓÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÐÏËÁ ÞÔÏ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ŒÚÁÉÍ- ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÄÒÏÂÉ ŒÉ- ÄÁ m=2^n) ÉÍÅÀÔ ÄŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ 3=8 ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË Œ ŒÉÄÅ 0;011000: : :, ÔÁË É Œ ŒÉÄÅ 0;010111: : : óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÓÔÁÎÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÄÒÏÂÉ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ Œ ÐÅÒÉÏÄÅ. îÏ ÔÁËÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÐÏ- ŒÌÉÑÅÔ. ⊳

41. ëÁËÁÑ ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÕ 1=3? œ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÐÒÉŒÙÞÎÙÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ŒÍÅÓÔÏ ÄŒÏÉÞÎÙÈ. ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÂÙ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1] ÒÁŒÎÏÍÏÝÅÎ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÃÉÆÒ 0; 1; : : :; 9. þÔÏÂÙ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔÓÀÄÁ Ë ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÉčÍÏÍ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÎÁ Ó. 14.

ôÅÐÅÒØ ŒÓč ÇÏÔÏŒÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÁËÏÇÏ ÕÄÉŒÉ- ÔÅÌØÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ëŒÁÄÒÁÔ (ÓÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ) ÒÁŒÎÏÍÏÝÅÎ ÏÔÒÅÚËÕ.

⊲ ëŒÁÄÒÁÔ ÒÁŒÎÏÍÏÝÅÎ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ [0; 1] × [0; 1] ÐÁÒ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔ- ÒÅÚËÅ [0; 1] (ÍÅÔÏÄ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÏ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÁÒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ⟨x_0x_1x_2 : : : ; y_0y_1y_2 : : : ⟩ ÍÏÖ- ÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ-ÓÍÅÓØ x_0y_0x_1y_1x_2y_2 : : : É ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÂÕÄÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ. ⊳ üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÐÏÌÕÞÅÎ Œ 1877 ÇÏÄÕ ÎÅÍÅÃËÉÍ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉËÏÍ çÅÏÒÇÏÍ ë«ÁÎÔÏÒÏÍ É ÕÄÉŒÉÌ ÅÇÏ ÓÁÍÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÌ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏÍÕ ÏÝÕÝÅÎÉÀ ĂÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉĄ (ËŒÁ- ÄÒÁÔ ÄŒÕÍÅÒÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÒÏÄÅ ÂÙ ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÂÏÌØÛÅ ÔÏÞÅË, ÞÅÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË). œÏÔ ÞÔÏ ëÁÎÔÏÒ ÐÉÓÁÌ äÅÄÅ- ËÉÎÄÕ (20 ÉÀÎÑ 1877 ÇÏÄÁ), ÏÂÓÕÖÄÁÑ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÒÁÚÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ: ĂëÁË ÍÎÅ ËÁÖÅÔÓÑ, ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÕÔŒÅÒÄÉÔÅÌØÎÏ, ÈÏÔÑ ÎÁ ÐÒÏÔÑ- ÖÅÎÉÉ ÒÑÄÁ ÌÅÔ Ñ ÐÒÉÄÅÒÖÉŒÁÌÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ ÍÎÅÎÉÑĄ.

œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÏÔŒÅÔÎÙÈ ÐÉÓÅÍ äÅÄÅËÉÎÄ ÏÔÍÅÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔ ëÁÎÔÏÒÁ ÎÅ ÌÉÛÁÅÔ ÓÍÙÓÌÁ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÌÉÛØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏ- ÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ, É ÔÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÌÉÞÉÔØ. üÔÁ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ŒÅÒÎÏÊ, ÈÏÔÑ ÎÅ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ; ÐÅÒŒÙÅ ÐÏÐÙÔËÉ Åč ÄÏËÁÚÁÔØ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÔÁÔÅÊ ëÁÎÔÏÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÌÉ ÏÛÉÂËÉ, É ÔÏÌØËÏ ÓÐÕÓÔÑ ÔÒÉÄÃÁÔØ ÌÅÔ ÇÏÌÌÁÎÄÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ì. âÒÁÕÜÒ ÄÁÌ ÐÒÁŒÉÌØ- ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÐÒÏÞÅÍ, ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÔÒÅÚËÏÍ É ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÓÌÏÖÎÏ; ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Œ Â«ÏÌØÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ. (úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ Œ ËŒÁÄÒÁÔ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ ËŒÁ- ÄÒÁÔÁ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂËÒÉŒÏÊ ðÅÁÎÏĄ.)

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÊ ÐÒÏ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏÓÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ: ËÒÕÇ ÒÁŒÎÏÍÏÝÅÎ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÑÍÁÑ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É Ô. Ð.

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÒÅÍÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ⟨x; y; z⟩) ÒÁŒÎÏ- ÍÏÝÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÎÁÄÏ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÐÁÒÕ ⟨x; y⟩ ÏÄÎÉÍ ÞÉÓÌÏÍ), É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÑÍÏÊ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ É ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

42. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ R (ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ).

43. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ R.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏËÁ ÎÅ ÕÍÅÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÉÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ) ÎÅÓÞčÔÎÏ. üÔÏ

ÂÕÄÅÔ ÓÄÅÌÁÎÏ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 1.6.

íÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔ ÍÏÝÎÏÓÔØÀ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ (ÏÔ ÌÁÔÉÎÓËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ, ÏÚÎÁ- ÞÁÀÝÅÇÏ ĂÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊĄ; ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÎÃÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ).

1.5. ôÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ { âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏÓÔÉ ÕÔÏÞÎÑÅÔ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÕÀ ÉÄÅÀ Ï ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ĂÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁĄ. á ËÁË ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ĂÂÏÌØÛÅĄ ÄÒÕ- ÇÏÇÏ?

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÐÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÁÍÏÍÕ B).

44. îÅËÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÉÍÅ- ÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁŒ- ÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÊ ÓÏ ŒÓÅÍ B. ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÕÄÁÞÎÏ? (õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÐÕ- ÌÑÒÎÙÅ ÒÁÓÓËÁÚÙ Ï ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÞÁÓÔÏ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó ÔÁËÏ- ÇÏ ÐÁÒÁÄÏËÓÁ, ŒÏÓÈÏÄÑÝÅÇÏ Ë çÁÌÉÌÅÀ. ëÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÂÏÌØÛÅ | ŒÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÌÉ ÔÏÞÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ? ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏ- ÒÏÎÙ, ÔÏÞÎÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÌÉÛØ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙ- ÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.)

ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ĂÉÍÅÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØĄ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÍÎÏÇÉÍÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

• åÓÌÉ A É B ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ, ÔÏ A ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ B. (ïÞÅŒÉÄÎÏ.)

• åÓÌÉ A ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ B, Á B ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ C, ÔÏ A ÉÍÅ- ÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ C. (ôÏÖÅ ÎÅÓÌÏÖÎÏ. ðÕÓÔØ A ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó B^′ ⊂ B, Á B ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó C^′ ⊂ C. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ

ŒÔÏÒÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ B^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏ- ÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ C^{′′} ⊂ C^′ ⊂ C, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 1, É ÐÏÔÏÍÕ A ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ C^{′′}.)

òÉÓ. 1. ôÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ

• åÓÌÉ A ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ B, Á B ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ A, ÔÏ ÏÎÉ ÒÁŒ- ÎÏÍÏÝÎÙ. (üÔÏ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁÎÔÏÒÁ { âÅÒÎ- ÛÔÅÊÎÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÄÏËÁÖÅÍ.)

• äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B ŒÅÒÎÏ (ÈÏÔÑ ÂÙ) ÏÄÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ: ÌÉÂÏ A ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ B, ÌÉÂÏ B ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ A. (äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÔÒÅÂÕÅÔ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅ- ÍÏÊ ĂÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉĄ; ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2.6, ÔÅ- ÏÒÅÍÁ 25.)

ôÅÏÒÅÍÁ 6 (ëÁÎÔÏÒÁ { âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ). åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B, Á B ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É B ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ.

⊲ ðÕÓÔØ A ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ B_1 ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ B, Á B ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ A_1 ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A òÉÓ. 2.

(ÓÍ. ÒÉÓ. 2). ðÒÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ ÍÅÖÄÕ B É A_1 ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B_1 ⊂ B ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_2 ⊂ A_1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÅ ÔÒÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, B_1 É A_2 ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ, | É ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ B, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, A_1.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÂÙÔØ ÐÒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B É ÅÇÏ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ:

ÅÓÌÉ A_2 ⊂ A_1 ⊂ A_0 É A_2 ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ A_0, ÔÏ ŒÓÅ ÔÒÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ.

(äÌÑ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ A_0 ŒÍÅÓÔÏ A.)

ðÕÓÔØ f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÀÝÁÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ A_0 → A_2 (ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ A_0 ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÕ f(x) ∈ A_2). ëÏÇÄÁ A_0 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ A_2, ÍÅÎØÛÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_1 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ A_3 ⊂ A_2 (ÓÍ. ÒÉÓ. 3). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÁÍÏ A_2 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_4 ⊂ A_2. ðÒÉ ÜÔÏÍ A_4 ⊂ A_3, ÔÁË ËÁË A_1 ⊂ A_2.

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÂÙŒÁÀ- ÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒ

A_0 ⊃ A_1 ⊃ A_2 ⊃ A_3 ⊃ A_4 ⊃ : : :

É ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ f : A_0 → A_2, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ A_i ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ A_{i+2} (ÉÎÏÇÄÁ ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ òÉÓ. 3.

ÔÁË: f(A_i) = A_{i+2}). æÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ A_{2n} ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ËÁËÏ- ÇÏ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_0 ÐÏÓÌÅ n-ËÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅ- ÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ A_{2n+1} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_1 ÐÏÓÌÅ n-ËÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÉ- ÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A_i ŒÐÏÌÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÐÕÓÔÏ: ÏÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Õ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ ÒÁÚ ÂÒÁÔØ f-ÐÒÏÏÂÒÁÚ. ôÅ- ÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_0 ÍÙ ÒÁÚÂÉÌÉ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÓÌÏÉ C_i = A_i \ A_{i+1} É ÎÁ ÓÅÒÄÃÅŒÉÎÕ C = ⋂ i A_i.

óÌÏÉ C_0, C_2, C_4, : : : ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ (ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÓÕ- ÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ C_0 É C_2, ÍÅÖÄÕ C_2 É C_4 É Ô. Ä.):

C_0^f−→ C_2^f−→ C_4^f−→ : : :

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÓÌÏÉ Ó ÎÅÞčÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅ- ÒÁÍÉ:

C_1^f−→ C_3^f−→ C_5^f−→ : : :

íÏÖÎÏ ÅÝč ÏÔÍÅÔÉÔØ (ÞÔÏ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ), ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ C ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÅÇÏ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ (ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ Ó ÓÁÍÉÍ ÓÏÂÏÊ).

ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ g ÍÅÖÄÕ A_0 É A_1. ðÕÓÔØ x ∈ A_0. ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔ g(x) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË: g(x) = f(x) ÐÒÉ x ∈ C_{2k} É g(x) = x ÐÒÉ x ∈ C_{2k+1} ÉÌÉ x ∈ C (ÓÍ. ÒÉÓ. 4). ⊳

òÉÓ. 4.

éÓÔÏÒÉÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ûÒč- ÄÅÒÁ { âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ) ÔÁËÏŒÁ. ëÁÎÔÏÒ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔ Åč ÂÅÚ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ Œ 1883 ÇÏÄÕ, ÏÂÅÝÁÑ: Ăë ÜÔÏÍÕ Ñ ÅÝč ŒÅÒÎÕÓØ Œ ÏÄÎÏÊ ÂÏÌÅÅ ÐÏÚÄÎÅÊ ÒÁÂÏÔÅ É ÔÏÇÄÁ ŒÙÑŒÌÀ ÓŒÏÅÏÂÒÁÚÎÙÊ ÉÎ- ÔÅÒÅÓ ÜÔÏÊ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙĄ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÇÏ ÏÂÅÝÁÎÉÑ ÏÎ ÎÅ ŒÙ- ÐÏÌÎÉÌ, É ÐÅÒŒÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÂÙÌÉ ÄÁÎÙ ûÒčÄÅÒÏÍ (1896) É âÅÒÎÛÔÅÊÎÏÍ (1897). ëÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÒÁÂÏÔ É ÐÉÓÅÍ ëÁÎÔÏÒÁ, ÏÎ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2.6,

ÔÅÏÒÅÍÁ 25), ÎÏ ËÁË ÉÍÅÎÎÏ | ÏÓÔÁčÔÓÑ ÎÅÐÏÎÑÔÎÙÍ. (òÁÂÏ- ÔÙ ëÁÎÔÏÒÁ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÅÇÏ ÐÉÓØÍÁ ÐÅÒÅŒÅÄÅÎÙ ÎÁ ÒÕÓÓËÉÊ ÑÚÙË [4]; ŒÓÅ ÃÉÔÁÔÙ ÄÁÀÔÓÑ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÉÚÄÁÎÉÀ.)

ôÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ { âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÐÒÏÝÁ- ÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏÓÔÉ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÂÕÂÌÉË É ÛÁÒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁŒÎÏ- ÍÏÝÎÙ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÂÕÂÌÉËÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÅÚÁÔØ ÍÁÌÅÎØËÉÊ ÛÁÒ (ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙÊ ÂÏÌØÛÏÍÕ), Á ÉÚ ÛÁÒÁ | ÍÁÌÅÎØËÉÊ ÂÕÂÌÉË.

45. ðÏÓÍÏÔÒÉÔÅ ÎÁ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÇÄÅ ÔÒÅÂÏŒÁ- ÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏÓÔØ, É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁÎÔÏÒÁ { âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ ÓÉÌØÎÏ ÕÐÒÏ- ÝÁÅÔ ÄÅÌÏ.

46. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÉÇÕÒÙ, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ËÕÓÏÞÅË ÐÒÑÍÏÊ ÉÌÉ ËÒÉŒÏÊ, ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ.

47. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËŒÁÄÒÁÔ ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ËŒÁÄÒÁÔÕ. (õËÁÚÁÎÉÅ. åÓ- ÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔÒÅÚÏË, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ- ÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÁÎÔÏÒÁ { âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ. åÓÌÉ ÖÅ, ÓËÁÖÅÍ, ÐÅÒŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÔÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍ ÓÅÞÅÎÉÉ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ ŒÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ, É ÓÎÏŒÁ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÁÎÔÏÒÁ { âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ.)

48. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÁ ÏÔÒÅÚËÕ.

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏ (É ÉÚÂÁŒÉÔØÓÑ ÏÔ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ f : A → A_2 ÅÓÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ A É ÅÇÏ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ A_2, Á A_1 | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ. îÁÚÏŒčÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ A ĂÈÏÒÏÛÉÍĄ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ A \ A_1 É ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f, Ô. Å.

X ⊃ (A \ A_1) + f(X)

(ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÚÎÁË + ÄÌÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂSS- ÅÄÉÎÑÅÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ). ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÈÏÒÏÛÅÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÅÒÅÓÅÞčÍ ŒÓÅ ÈÏÒÏ- ÛÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÈÏÒÏÛÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. îÁÚÏŒčÍ ÅÇÏ M . ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ,

ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (A \ A_1) + f(M ) ÂÕÄÅÔ ÈÏÒÏÛÉÍ, ÐÏÜÔÏ- ÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ M ŒËÌÀÞÅÎÉÅ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

M = (A \ A_1) + f(M ):

ôÅÐÅÒØ ŒÓč ÇÏÔÏŒÏ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÉÅËÃÉÉ g : A → A_1. üÔÁ ÂÉÅËÃÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó f ŒÎÕÔÒÉ M É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÁ ŒÎÅ M .

49. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÁËÓÉÏÍÁÔÉ- ÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÔÁË ËÁË Œ ÎčÍ ÎÅ ÎÕÖÎÙ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÓÒÁÚÕ). îÏ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ M ÅÓÔØ C_0 ∪ C_2 ∪ : : :

ôÅÐÅÒØ, ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÁÎÔÏÒÁ { âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ, ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ÓÒÁŒÎÅÎÉÉ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ. äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ŒÏÚÍÏÖ- ÎÏÓÔÉ:

• A ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ B, Á B ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ A. (œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ.)

• A ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ B, ÎÏ B ÎÅ ÒÁŒÎÏ- ÍÏÝÎÏ ÎÉËÁËÏÊ ÞÁÓÔÉ A. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ A ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ B.

• B ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ A, ÎÏ A ÎÅ ÒÁŒÎÏ- ÍÏÝÎÏ ÎÉËÁËÏÊ ÞÁÓÔÉ B. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ A ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ B.

• îÉ A ÎÅ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÎÉËÁËÏÊ ÞÁÓÔÉ B, ÎÉ B ÎÅ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÎÉËÁËÏÊ ÞÁÓÔÉ A. üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÎÁ ÓÁ- ÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅŒÏÚÍÏÖÅÎ, ÎÏ ÍÙ ÜÔÏÇÏ ÐÏËÁ ÎÅ ÚÎÁÅÍ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2.6).

50. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ ÌÀÂÏÅ ÎÅÓÞčÔÎÏÅ.

51. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ B, Á B ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ C, ÔÏ

A ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ C (ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÓÒÁŒÎÅ- ÎÉÑ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÄÏÌÇÏ ÇÏŒÏÒÉÍ Ï ÓÒÁŒÎÅÎÉÉ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ, ÎÏ ŒÏÚÄÅÒÖÉŒÁÅÍÓÑ ÏÔ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ĂÍÏÝÎÏ- ÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁĄ ËÁË ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ, Á ÔÏÌØËÏ ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÍ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÒÁÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ËÁË ËÌÁÓÓ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙÈ A. ôÁËÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A É B ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÏŒÁ ĂÉÍÅÀÔ ÒÁŒÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØĄ ÐÒÉÏÂÒÅÌÉ ÂÙ ÂÕËŒÁÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÔÕÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙÈ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÕ A) ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓč ÎÁ ÓŒÅÔÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. éÈ ÎÁÓËÏÌØËÏ ÍÎÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÐÁÒÁÄÏËÓÁÍ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 1.6, Ó. 34).

éÚ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ŒÙÈÏÄÏŒ. óÁÍÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ | ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ Ï ÓÒÁŒÎÅÎÉÉ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ, ÎÏ ÎÅ Ï ÓÁÍÉÈ ÍÏÝÎÏÓÔÑÈ. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ŒŒÅ- ÓÔÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ĂËÌÁÓÓÁĄ | ÔÁËÏÊ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÞÔÏ Åč ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÅÊ (ĂÅÓÌÉ ŒÙ ÐÏÎÉÍÁÅÔÅ, Ï ÞčÍ Ñ ÔÕÔ ÔÏÌ- ËÕÀĄ | ÄÏÂÁŒÉÌÁ ÂÙ óÏŒÁ ÉÚ ËÎÉÖËÉ Ï œÉÎÎÉ-ðÕÈÅ), É ÓÞÉÔÁÔØ ÍÏÝÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ËÌÁÓÓ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙÈ A. åÝč ÏÄÉÎ ŒÙÈÏÄ | ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ A ŒÙ- ÂÒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ĂÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅĄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÒÁŒÎÏÍÏÝ- ÎÏÅ A, É ÎÁÚŒÁÔØ ÅÇÏ ÍÏÝÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. ïÂÙÞÎÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÅÒÕÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ, ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙÊ A, | ÎÏ ÜÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÕÖÅ ÔÒÅ- ÂÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ (ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ) ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

ëÁÎÔÏÒ ÇÏŒÏÒÉÌ Ï ÍÏÝÎÏÓÔÑÈ ÔÁË (1895): ĂíÏÝÎÏÓÔØÀ ÉÌÉ ËÁÒÄÉÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÔÏ ÏÂÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÎÁÛÅÊ ÁËÔÉŒÎÏÊ ÍÙÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÉÚ M, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÁÂÓÔÒÁÇÉÒÕÅÍÓÑ ÏÔ ËÁÞÅÓÔŒÁ ÅÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ m É ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÉÈ ÚÁ- ÄÁÎÉÑ. ⟨ : : : ⟩ ôÁË ËÁË ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m, ËÏ- ÇÄÁ ÍÙ ÏÔŒÌÅËÁÅÍÓÑ ÏÔ ËÁÞÅÓÔŒÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅËÁÑ "ÅÄÉÎÉÃÁ\, ÔÏ ÓÁÍÏ ËÁÒÄÉÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ, ÏÂÒÁ-

ÚÏŒÁÎÎÙÍ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁË ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÉÌÉ ËÁË ÐÒÏÅËÃÉÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ M Œ ÎÁÛ ÒÁÚÕÍĄ.

ôÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ |A| ÄÌÑ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÈÏÔÑ ÂÙ ËÁË ŒÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ: |A| = |B| ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É B ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ; |A| ⩽ |B| ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B, Á |A| < |B| ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A ÉÍÅ- ÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ B (ÓÍ. Ó. 28).

1.6. ôÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ Õ ÎÁÓ ÎÅ ÂÙÌÏ!) ÄÁčÔ ĂÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ëÁÎÔÏÒÁĄ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7 (ëÁÎÔÏÒÁ). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÎÅÓÞčÔÎÏ.

⊲ ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÞčÔÎÏ. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ: ¸_0; ¸_1; : : : óÏÓÔÁŒÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ŒÎÉÚ ÔÁÂÌÉÃÕ, ÓÔÒÏËÁ- ÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÕÔ ÎÁÛÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ:

¸_0 = ¸_{00} ¸_{01} ¸_{02} : : : ¸_1 = ¸_{10} ¸_{11} ¸_{12} : : : ¸_2 = ¸_{20} ¸_{21} ¸_{22} : : : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(ÞÅÒÅÚ ¸_{ij} ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ j-Ê ÞÌÅÎ i-Ê ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ). ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎ- ÎÕÀ ÓÔÏÑÝÉÍÉ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ¸_{00}, ¸_{11}, ¸_{22}, : : : ; Åč i-Ê ÞÌÅÎ ÅÓÔØ ¸_{ii} É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó i-Í ÞÌÅÎÏÍ i-Ê ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ. úÁÍÅÎÉŒ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ˛, Õ ËÏÔÏÒÏÊ

˛_i = 1 − ¸_{ii};

ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ˛ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ¸_i (Œ ÐÏÚÉÃÉÉ i) É ÐÏÔÏÍÕ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ. á ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÁÂÌÉÃÁ ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ŒÓÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. ⊳ éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ËÏÔÏÒÏÅ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ) ÎÅÓÞčÔ- ÎÏ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ ÓÏ ÓÞčÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ É ÐÏÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ (ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÎÉËÁËÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ). ôÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍÉ.

ë ÍÏÍÅÎÔÕ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ëÁÎÔÏÒÏÍ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÕÖÅ ÂÙ- ÌÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ. ðÅÒŒÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÏÓÔÒÏÉÌ Œ 1844 ÇÏÄÕ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ö. ìÉÕŒÉÌÌØ. ïÎ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÈÏÒÏÛÏ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÍÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ (ÔÁËÏŒÏ, ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ ∑ (1=10^{n!} )). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÉÕŒÉÌ- ÌÑ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÏ, ÎÏ ŒÓč-ÔÁËÉ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÃÅÎÏË ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ; ÎÁ ÅÇÏ ÆÏÎÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ëÁÎ- ÔÏÒÁ, ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÎÏÅ ÉÍ Œ 1874 ÇÏÄÕ, ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÞÉÓÔÏÊ ŒÏ- ÄÙ ÆÏËÕÓÏÍ. üÔÁ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÑ ÂÙÌÁ ÐÅÒŒÏÊ ÒÁÂÏÔÏÊ ÐÏ ÔÅÏ- ÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ; Œ Åč ÐÅÒŒÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÞčÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | ÎÅÓÞčÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. (ïÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁŒ- ÎÏÍÏÝÎÏÓÔÉ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ ëÁÎÔÏÒÏÍ ÌÉÛØ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÇÏÄÁ, ÏÄ- ÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÒÁÚÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ.)

ïÔÍÅÔÉÍ ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ Œ ÔÏÍ ÖÅ 1874 ÇÏÄÕ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÊ ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉË û. üÒÍÉÔ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÌÏÇÁ- ÒÉÆÍÏŒ e ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏ, Á ÞÅÒÅÚ ŒÏÓÅÍØ ÌÅÔ ÎÅÍÅÃËÉÊ ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉË æ. ìÉÎÄÅÍÁÎ ÄÏËÁÚÁÌ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ß É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ËŒÁÄÒÁÔÕÒÙ ËÒÕÇÁ.)

œ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

52. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÅÓÞčÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ ⊂ R ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÏÞËÕ a, ÌÀÂÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅ- ÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó A ÐÏ ÎÅÓÞčÔÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ. (õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÓÔÁčÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÁ ĂÎÅÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏĄ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ĂÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁĄ.)

53. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ RÂÅÚ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ.

54. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ R ÌÉ- ÂÏ ËÏÎÅÞÎÏ, ÌÉÂÏ ÓÞčÔÎÏ, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ. (õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ⊂ A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÅÈ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, Œ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÓÞčÔÎÏ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË ÉÚ A. åÓÌÉ B ÐÕÓÔÏ, ÔÏ A ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏ. åÓÌÉ B ÎÅÐÕÓÔÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÉÚÏÌÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË.)

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÏÊ ŒÅÒÎÁ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ, ÕÔŒÅÒÖÄÁÀ- ÝÁÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÏÊ ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÏ, ÌÉÂÏ ÓÞčÔÎÏ, ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ R. (ëÁÎÔÏÒ, ÄÏËÁÚÁŒÛÉÊ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌ ÅÇÏ ËÁË ÐÅÒŒÙÊ ÛÁÇ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÕ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÎÏ ÉÚ ÜÔÏ- ÇÏ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ŒÙÛÌÏ.)

55. éÚ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ŒÙÂÒÏÓÉÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÓÔÁŒÛÁÑÓÑ ÞÁÓÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÁ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÎÅŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÄŒÕÈÚŒÅÎÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÎÅ ÚÁÄÅŒÁÀÝÅÊ ŒÙ- ÂÒÏÛÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË.

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÒÁŒ- ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (ËÁÖÄÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÅÇÏ ĂÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØĄ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÔÏ- ÑÔ ÎÁ ÍÅÓÔÁÈ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÔÁË:

íÎÏÖÅÓÔŒÏ N ÎÅ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÓŒÏÉÈ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÛÁÇ ÚÁ ÛÁÇÏÍ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÎÁ ÔÁËÏÊ ÑÚÙË: ÐÕÓÔØ ÏÎÉ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ; ÔÏÇÄÁ ÅÓÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ i → A_i ÍÅÖÄÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ. äÉÁÇÏ- ÎÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ i ∈ A_i, Á ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ˛, ÏÔÓÕÔÓÔŒÏŒÁŒÛÁÑ Œ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ, ÔÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÔ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ (B = {i | i =∈ A_i}).

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅ- ÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÒÑÄÏÍ, É ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ:

ôÅÏÒÅÍÁ 8 (ÏÂÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁÎÔÏÒÁ). îÉËÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÎÅ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÓŒÏÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ.

⊲ ðÕÓÔØ ’ | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ X É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ P (X) ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ X. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x ∈ X, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ. ðÕÓÔØ Z | ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÅ ÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ:

Z = {x ∈ X | x =∈ ’(x)}:

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÉËÁËÏ- ÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË É Z = ’(z) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ z ∈ X. ôÏÇÄÁ

z ∈ Z ⇔ z =∈ ’(z) ⇔ z =∈ Z

(ÐÅÒŒÏÅ | ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z, ŒÔÏÒÏÅ | ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ’(z) = Z). ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÐÏ- ËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Z ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÎÉÞÅÍÕ ÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ, ÔÁË ÞÔÏ ’ ÎÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ⊳

ó ÄÒÕÇÏÊ, ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÒÁŒÎÏÍÏÝ- ÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P (X). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁ- ÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ∈ X ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {x}. ðÏÜÔÏÍÕ, ŒÓÐÏÍÉÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ (Ó. 28), ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ŒÓÅÇÄÁ ÍÅÎØ- ÛÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P (X)

56. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n ¡ 2^n ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n = = 0; 1; 2; : : :

œ ÏÂÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÁ 8 ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÒÁÂÏÔÅ ëÁÎÔÏÒÁ 1890/91 ÇÏÄÁ. œÍÅÓÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ëÁÎÔÏÒ ÇÏŒÏÒÉÔ Ï ÆÕÎËÃÉÑÈ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 É 1.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÙ ÕÖÅ ÐÒÉÂÌÉÚÉÌÉÓØ Ë ÏÐÁÓÎÏÊ ÇÒÁ- ÎÉÃÅ, ËÏÇÄÁ ÎÁÇÌÑÄÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Ï ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÐÒÉ- ŒÏÄÑÔ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U , ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ôÏÇÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ÂÕÄÕÔ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, É P (U ) ⊂ U , ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÎÔÏÒÁ.

üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚŒÅÒÎÕÔØ, ŒÓÐÏÍÎÉŒ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁÎÔÏÒÁ | ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅ- ÍÙÊ ÐÁÒÁÄÏËÓ òÁÓÓÅÌÁ. œÏÔ ËÁË ÅÇÏ ÏÂÙÞÎÏ ÉÚÌÁÇÁÀÔ.

ôÉÐÉÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ- ÍÉ. óËÁÖÅÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ N ÓÁÍÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓŒÏÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ. ïÄÎÁËÏ Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÍÏÖÎÏ ÓÅÂÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ (ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ). îÁÚÏŒčÍ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ĂÎÅÏÂÙÞÎÙÍÉĄ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÂÙÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÎÏ ÏÂÙÞÎÙÍ? åÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÙÞÎÏÅ, ÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ- ÏÂÙÞÎÏÅ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ëÁË ÖÅ ÔÁË?

íÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ŒÅÒÓÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÄÏËÓÁ ÔÁËÏŒÁ: ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÉÌÁÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÓÁÍÏÐÒÉÍÅÎÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉÌÁ- ÇÁÔÅÌØÎÏÅ ĂÒÕÓÓËÉÊĄ ÓÁÍÏÐÒÉÍÅÎÉÍÏ, Á ÐÒÉÌÁÇÁÔÅÌØÎÏÅ ĂÇÌÉÎÑÎÙÊĄ ÎÅÔ. äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÐÒÉÌÁÇÁÔÅÌØÎÏÅ ĂÔÒčÈ- ÓÌÏÖÎÙÊĄ ÓÁÍÏÐÒÉÍÅÎÉÍÏ, Á ĂÄŒÕÓÌÏÖÎÙÊĄ ÎÅÔ. ôÅÐÅÒØ ŒÏÐÒÏÓ: ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÐÒÉÌÁÇÁÔÅÌØÎÏÅ ĂÎÅÓÁÍÏÐÒÉÍÅÎÉÍÙÊĄ ÓÁÍÏÐÒÉÍÅÎÉÍÙÍ? (ìÀÂÏÊ ÏÔŒÅÔ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ.)

ïÔÓÀÄÁ ÎÅÄÁÌÅËÏ ÄÏ ÛÉÒÏËÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ ĂÐÁÒÁÄÏËÓÁ ÌÖÅÃÁĄ, ÇÏŒÏÒÑÝÅÇÏ ĂÑ ÌÇÕĄ, ÉÌÉ ÄÏ ÉÓÔÏÒÉÉ Ï ÓÏÌÄÁÔÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ÂÒÉÔØ ŒÓÅÈ ÓÏÌÄÁÔ ÏÄÎÏÊ Ó ÎÉÍ ÞÁ- ÓÔÉ, ËÔÏ ÎÅ ÂÒÅÅÔÓÑ ÓÁÍ É Ô. Ð.

œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÍÙ ÏÂÑÚÁÎÙ ÄÁÔØ ÓÅ- ÂÅ ÏÔÞčÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÌÏÈÏÇÏ ÂÙÌÏ Œ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ, ÐÒÉ- ŒÅÄÛÉÈ Ë ÐÁÒÁÄÏËÓÕ òÁÓÓÅÌÁ. œÏÐÒÏÓ ÜÔÏÔ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÐÒÏ- ÓÔÏÊ, É ÅÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁËÔÉŒÎÏ ÛÌÏ ŒÓÀ ÐÅÒŒÕÀ ÐÏÌÏŒÉ- ÎÕ 20-ÇÏ ŒÅËÁ. éÔÏÇÉ ÜÔÏÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË:

• ðÏÎÑÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ; ÒÁÚÎÙÅ ÌÀÄÉ (É ÎÁÕÞÎÙÅ ÔÒÁÄÉÃÉÉ) ÍÏÇÕÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÅÇÏ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ.

• íÎÏÖÅÓÔŒÁ | ÓÌÉÛËÏÍ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÏÐÒÏÓ ĂÁ ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ?Ą ÉÍÅÌ

ÓÍÙÓÌ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÒÁÂÏÔÅ ëÁÎÔÏÒÁ 1878 ÇÏÄÁ ÂÙ- ÌÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÁ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ-ÇÉÐÏÔÅÚÁ: ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÏ, ÌÉÂÏ ÓÞčÔÎÏ, ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ŒÓÅÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ. (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁ- ÍÉ, ÍÅÖÄÕ ÓÞčÔÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ÎÅÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÍÏÝÎÏ- ÓÔÅÊ). ëÁÎÔÏÒ ÎÁÐÉÓÁÌ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏ- ËÁÚÁÎÏ ĂÓ ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ, Œ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ŒÈÏÄÉÔØ ÚÄÅÓØ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅĄ, ÎÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÅÍÕ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÓÔÁÌÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ-ÇÉÐÏÔÅÚÙ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÉÓÔÉÎÎÙÍ ÉÌÉ ÌÏÖÎÙÍ, | ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÙÅ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÎÏ Œ ÏÂÝÅÍ-ÔÏ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÉÊ ÎÅ ÌÕÞÛÅ ÄÒÕÇÏÊ.

ôÕÔ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÑ Ó ÎÅÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÅÊ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ĂÐÑÔÙÊ ÐÏÓÔÕÌÁÔ åŒËÌÉ- ÄÁĄ (ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÄÁÎÎÏÊ) ÉÓÔÉÎÎÙÍ. ôÏÇÄÁ ÐÏ- ÌÕÞÉÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ. á ÍÏÖ- ÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅ- ÓÔÉ ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÑ. [ïÔÍÅÔÉÍ, ËÓÔÁÔÉ, ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎčÎÎÏÅ ÚÁÂÌÕ- ÖÄÅÎÉÅ: ÐÏÞÅÍÕ-ÔÏ ÛÉÒÏËÉÅ ÍÁÓÓÙ ÐÉÓÁÔÅÌÅÊ Ï ÎÁÕ- ËÅ É ÄÁÖÅ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ Œ ÍÉÎÕÔÙ ÚÁÔÍÅ- ÎÉÊ (ÓÍ. ÓÔÁÔØÀ Œ œÅÓÔÎÉËÅ áËÁÄÅÍÉÉ îÁÕË, ÐÏÓŒÑ- ÝčÎÎÕÀ ÀÂÉÌÅÀ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ) ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ Œ ÎÅ- ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅ- ÓÅËÁÀÔÓÑ. üÔÏ ÎÅ ÔÁË | ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ É Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ, É Œ ÎÅÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÀÔÓÑ ËÁË ÐÒÑÍÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.]

œÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÉÌÉ ÎÅÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÁ ĂÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅĄ, ÅÓÌÉ ŒÏÏÂÝÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ | ÓËÏÒÅÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÐÒÁÛÉŒÁÔØ ÆÉÚÉËÏŒ. ë ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔŒ ÜÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Œ ÅÝč ÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, É ÒÁÚŒÅ ÞÔÏ ÔÅÏÌÏÇÉÑ (ëÁÎÔÏÒ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÌ ŒÏ- ÐÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌÁÍÉ-ÔÅÏÌÏ- ÇÁÍÉ) ÍÏÇÌÁ ÂÙ Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÐÒÅÔÅÎÄÏŒÁÔØ ÎÁ ÏËÏÎ- ÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ.

• åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ Ï ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ, ÎÅ ŒÐÁÄÁÑ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÑ, ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÑŒÌÑÔØ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔØ É ÉÚÂÅÇÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ŒÉÄÏŒ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ. âÅÚÏ- ÐÁÓÎÙÅ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÐÏËÁ ÎÅ ÐÒÉŒÅÄÛÉÅ Ë ÐÒÏ- ÔÉŒÏÒÅÞÉÀ) ÐÒÁŒÉÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÓÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÙ Œ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ (ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ZF, ÎÁÚŒÁÎÎÁÑ Œ ÞÅÓÔØ ãÅÒÍÅÌÏ É æÒÅÎËÅÌÑ). äÏÂÁŒÉŒ Ë ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÁË- ÓÉÏÍÕ ŒÙÂÏÒÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÉÀ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ZFC (Óhoice ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ | ŒÙÂÏÒ). åÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ, ÍÅ- ÎÅÅ ÐÏÐÕÌÑÒÎÙÅ ÔÅÏÒÉÉ.

ïÄÎÁËÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÙ- ÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁÛÅÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÉÍÓÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ, ÎÁËÌÁÄÙ- ŒÁÅÍÙÈ ŒÏ ÉÚÂÅÖÁÎÉÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÊ: ÎÅÌØÚÑ ÐÒÏÓÔÏ ÔÁË ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ËÌÁÓÓ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÔÅÎÄÅÎÔÏŒ ÓÌÉÛËÏÍ ĂÎÅ- ÏÂÏÚÒÉÍĄ. íÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÌÉÛØ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÁËÓÉÏÍÁ ÓÔÅÐÅÎÉ). íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÎÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ó ËÁËÉÍ-ÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ (ÁËÓÉÏÍÁ ŒÙÄÅ- ÌÅÎÉÑ). íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ (ÁËÓÉÏÍÁ ÓÕÍÍÙ). åÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ.

éÚÌÁÇÁÑ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÁ- ÒÁÔØÓÑ ÄÅÒÖÁÔØÓÑ ÐÏÄÁÌØÛÅ ÏÔ ÏÐÁÓÎÏÊ ÞÅÒÔÙ, É ÕËÁÚÙ- ŒÁÔØ ÎÁ ÏÐÁÓÎÏÓÔØ Œ ÔÅÈ ÍÅÓÔÁÈ, ËÏÇÄÁ ŒÏÚÎÉËÎÅÔ ÉÓËÕ- ÛÅÎÉÅ Ë ÜÔÏÊ ÞÅÒÔÅ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØÓÑ. ðÏËÁ ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÂÙÌÏ ÏÄÎÏ: ÐÏÐÙÔËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÁË ËÌÁÓÓ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ) ŒÓÅÈ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙÈ ÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

1.7. æÕÎËÃÉÉ

äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÓÔÁÒÁÌÉÓØ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÔØÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÅÊ É ÇÏŒÏÒÉÌÉ Ï ÆÕÎËÃÉÑÈ, ÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ, ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ É Ô. Ð. ÂÅÚ ÐÏÐÙÔÏË ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ A É B | ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ ŒÓÅÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ ⟨a; b⟩, ÇÄÅ a ∈ A É b ∈ B. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ A É B É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A×B. (ë ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ, ÍÙ ÅÝč ŒÅÒÎčÍÓÑ ÎÁ Ó. 42.)

ìÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A × B ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ A É B. åÓÌÉ A = = B, ÇÏŒÏÒÑÔ Ï ÂÉÎÁÒÎÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÅÔØ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ĂÂÙÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍĄ, ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ ÓÉÍŒÏÌÏÍ |. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ ⟨2; 6⟩ ∈ | É ⟨2; 7⟩ =∈ |. ïÂÙÞÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÚÎÁË ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÉÛÕÔ ÍÅÖÄÕ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 2|6).

57. œÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÓÁÍÏËÏÎÔÒÏÌÑ: ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ĂÂÙÔØ ÄÅÌÉÔÅ- ÌÅÍĄ É ĂÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁĄ | ÜÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÌÉ ÒÁÚ- ÎÙÅ? (ïÔŒÅÔ: ËÏÎÅÞÎÏ, ÒÁÚÎÙÅ | Œ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÁÒÅ ÐÏÒÑ- ÄÏË ÓÕÝÅÓÔŒÅÎ.)

åÓÌÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ A, Á ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ A É B, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÁÒ ŒÉÄÁ ⟨x; f(x)⟩. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÇÒÁÆÉËÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f. ó ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÏÄÎÁËÏ, ÕÄÏÂÎÅÅ ÎÅ ŒŒÏÄÉÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÆÕÎË- ÃÉÉ, Á ŒÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ Ó Åč ÇÒÁÆÉ- ËÏÍ.

ïÔÎÏÛÅÎÉÅ F ⊂ A×B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÉÚ A Œ B, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÁÒ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍ ÐÅÒŒÙÍ ÞÌÅÎÏÍ É ÒÁÚÎÙÍÉ ŒÔÏÒÙÍÉ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ b ∈ B, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ⟨a; b⟩ ∈ F .

ôÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a ∈ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÏÅ b ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ,

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ F . ïÎÁ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ Dom F (ÏÔ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ domain). äÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ Dom F ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ F ÎÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ a (ĂŒ ÔÏÞËÅ aĄ, ËÁË ÉÎÏÇÄÁ ÇÏŒÏ- ÒÑÔ) ËÁË ÔÏÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ⟨a; b⟩ ∈ F . üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ËÁË F (a). œÓÅ ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ b ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ F , ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Val F .

åÓÌÉ a =∈ Dom F , ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÁ ÎÁ a. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎË- ÃÉÑ ÉÚ A Œ B ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ŒÓÅÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A | Åč ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. óÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ B.

åÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÚ A Œ B ÓÏŒÐÁ- ÄÁÅÔ Ó A, ÔÏ ÐÉÛÕÔ f : A → B.

ðÒÉÍÅÒ: ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ id_A : A → A ÐÅÒÅ- ŒÏÄÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A Œ ÓÅÂÑ, ÐÒÉÞčÍ id(a) = a ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A. ïÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ŒÉÄÁ ⟨a; a⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A. (éÎÄÅËÓ A Œ id_A ÉÎÏÇÄÁ ÏÐÕÓËÁÀÔ, ÅÓÌÉ ÑÓÎÏ, Ï ËÁËÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÉÄčÔ ÒÅÞØ.)

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÄŒÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ f : A → B É g : B → C ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÀ h : A → C, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅÍ h(x) = g(f(x)). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, h ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ

{⟨a; c⟩ | ⟨a; b⟩ ∈ f É ⟨b; c⟩ ∈ g ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ b ∈ B}:

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ g ∘ f (ÍÙ, ËÁË É Œ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÅ ËÎÉÇ, ÐÉÛÅÍ ÓÐÒÁŒÁ ÆÕÎËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ- ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÊ).

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ (ËÁË ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁÄ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ h ∘ (f ∘ g) = (h ∘ f) ∘ g, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÏÐÕÓËÁÔØ ÓËÏÂËÉ.

ðÕÓÔØ f : A → B. ðÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B^′ ⊂ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x ∈ A, ÄÌÑ ËÏÔÏ-

ÒÙÈ f(x) ∈ B^′. ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f^{−1}(B^′): f^{−1}(B^′) = {x ∈ A | f(x) ∈ B^′}:

ïÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A^′ ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A^′. ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f(A^′):

f(A^′) = {f(a) | a ∈ A^′} =

= {b ∈ B | ⟨a; b⟩ ∈ f ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ A^′}: óÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ f(A^′) ÍÏÖÅÔ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÐÕ- ÔÁÎÉÃÅ (ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ËÒÕÇÌÙÅ ÓËÏÂËÉ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÀÔÓÑ É ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ, É ÄÌÑ ÏÂÒÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ), ÎÏ ÏÂÙÞÎÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ.

58. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ŒÅÒÎÙ? f(A^′ ∩ A^{′′}) = f(A^′) ∩ f(A^{′′}); f(A^′ ∪ A^{′′}) = f(A^′) ∪ f(A^{′′}); f(A^′ \ A^{′′}) = f(A^′) \ f(A^{′′});

f^{−1}(B^′ ∩ B^{′′}) = f^{−1}(B^′) ∩ f^{−1}(B^{′′}); f^{−1}(B^′ ∪ B^{′′}) = f^{−1}(B^′) ∪ f^{−1}(B^{′′}); f^{−1}(B^′ \ B^{′′}) = f^{−1}(B^′) \ f^{−1}(B^{′′});

f^{−1}(f(A^′)) ⊂ A^′; f^{−1}(f(A^′)) ⊃ A^′; f(f^{−1}(B^′)) ⊂ B^′ ; f(f^{−1}(B^′)) ⊃ B^′ ; (g ∘ f)(A) = g(f(A));

(g ∘ f)^{−1}(C^′) = f^{−1}(g^{−1} (C^′));

(úÄÅÓØ f : A → B, g : B → C, A^′; A^{′′} ⊂ A, B^′ ; B^{′′} ⊂ B, C^′ ⊂ C.)

éÎÏÇÄÁ ŒÍÅÓÔÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÇÏŒÏÒÑÔ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ (ÒÅÚÅÒŒÉÒÕÑ ÔÅÒÍÉÎ ĂÆÕÎËÃÉÑĄ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ó ÞÉ- ÓÌÏŒÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ). íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏ- ÇÏ ÐÒÉÄÅÒÖÉŒÁÔØÓÑ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÌÉÞÉÊ, ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÑ ÓÌÏŒÁ ĂÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅĄ É ĂÆÕÎËÃÉÑĄ ËÁË ÓÉÎÏÎÉÍÙ.

æÕÎËÃÉÑ f : A → B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÊ, ÉÌÉ ÉÎSSÅËÃÉÅÊ, ÉÌÉ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÒÁÚÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÒÁÚÎÙÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ f(a_1) ≠ f(a_2) ÐÒÉ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ a_1 É a_2.

æÕÎËÃÉÑ f : A → B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÊ, ÉÌÉ ÓÀÒSSÅËÃÉÅÊ, ÉÌÉ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Åč ÚÎÁÞÅ- ÎÉÊ ÅÓÔØ ŒÓč B. (éÎÏÇÄÁ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ B.)

üÔÉ ÄŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ, ÞÅÍ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ ÔÁËÉÅ ÚÁ- ÄÁÞÉ:

59. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : A → B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉ- ÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÌÅŒÕÀ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ g : B → A, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÀ g, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ g ∘ f = = idA. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : A → B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÉ- ÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÕÀ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ g : B → A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f ∘ g = idB .

60. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : A → B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÎÅč ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÝÁÔØ ÓÌÅŒÁ: ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f ∘ g1 = f ∘ g2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g1 = g2 (ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ g1, g2, ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ A). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : A → B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÎÅč ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÝÁÔØ ÓÐÒÁŒÁ: ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ g1 ∘ f = g2 ∘ f ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g1 = g2 (ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ g1, g2 , ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ B).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÆÕÎËÃÉÑ) f : A → B, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÄÎÏŒÒÅ- ÍÅÎÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÃÉÅÊ É ÓÀÒSSÅËÃÉÅÊ (ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ, ÉÌÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ.

åÓÌÉ f | ÂÉÅËÃÉÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f^{−1}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f^{−1}(y) = x ⇔ f(x) = y.

61. íÏÇÕÔ ÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÅŒÁÑ É ÐÒÁŒÁÑ ÏÂÒÁÔ- ÎÙÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ, ÎÏ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙ?

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É B ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÉÅËÃÉÑ f : A → B. œ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÉÎSSÅËÃÉÑ (ŒÌÏÖÅÎÉÅ) f : A → B? ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ ÍÅÖÄÕ A É ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÔÁËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ Œ B ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏÅ A, Ô. Å. ËÏ- ÇÄÁ ÍÏÝÎÏÓÔØ A ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÍÏÝÎÏÓÔÉ B (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÄÁÎÎÏÇÏ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 1.5).

þÕÔØ ÍÅÎÅÅ ÏÞÅŒÉÄÅÎ ÄÒÕÇÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ: ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ A ÎÁ B ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÏÝ- ÎÏÓÔØ B ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÍÏÝÎÏÓÔÉ A.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ f : A → B ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ b ∈ B ÎÁÊÄčÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(a) = b. œÙÂÒÁŒ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A^′ ⊂ A, ËÏ- ÔÏÒÏÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ B. (úÄÅÓØ ÓÎÏŒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁ ŒÙÂÏ- ÒÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ ÎÁ Ó. 16.)

œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÅÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A^′ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ B É ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅË- ÃÉÑ g : A^′ → B, ÔÏ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ A ÎÁ B ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÄÏ- ÏÐÒÅÄÅÌÉŒ ÜÔÕ ÂÉÅËÃÉÀ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ŒÎÅ A^′ ËÁËÉÍ ÕÇÏÄÎÏ ÏÂÒÁÚÏÍ.

62. îÁÊÄÉÔÅ ÏÛÉÂËÕ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ, ÎÅ ÞÉÔÁÑ ÄÁÌØÛÅ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ B ÎÅÐÕÓÔÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚŒÕ- ÞÉÔ ÔÁË: ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ A ÎÁ B ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÌØËÏ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ B ÎÅÐÕÓÔÏ É ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ A, ÉÌÉ ËÏÇÄÁ ÏÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÕÓÔÙ.

œ ÎÁÛÅÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÅÝč ÏÄÉÎ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÐÏ- ÎÑÔÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ: ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ĂÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁĄ? îÅÆÏÒ- ÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÓÐÏÓÏÂ ÉÚ ÄŒÕÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ x É y ÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÔØ ÏÄÉÎ ÏÂSSÅËÔ ⟨x; y⟩, ÐÒÉÞčÍ ÜÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ:

⟨x_1; y_1⟩ = ⟨x_2; y_2⟩ ⇔ x_1 = x_2 É y_1 = y_2:

œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÍÏÖÎÏ ÔÁË É ÓÞÉÔÁÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ- ÎÏÊ ÐÁÒÙ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍ, Á ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ | ÁËÓÉÏÍÏÊ. ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÒÀË, ÐÒÉÄÕÍÁÎÎÙÊ ÐÏÌØÓËÉÍ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉËÏÍ ëÕÒÁÔÏŒÓËÉÍ, É ÉÚÂÅÖÁÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÁÒÙ. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ {x} ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ

ÑŒÌÑÅÔÓÑ x, Á {x; y} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ x É y É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÒÕÇÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ôÅÍ ÓÁ- ÍÙÍ {x; y} = {x} = {y}, ÅÓÌÉ x = y.)

ôÅÏÒÅÍÁ 9 (õÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ ÐÏ ëÕÒÁÔÏŒÓËÏÍÕ). ïÐ- ÒÅÄÅÌÉÍ ⟨x; y⟩ ËÁË {{x}; {x; y}}. ôÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕËÁÚÁÎ- ÎÏÅ ŒÙÛÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ:

⟨x_1; y_1⟩ = ⟨x_2; y_2⟩ ⇔ x_1 = x_2 É y_1 = y_2:

⊲ ðÕÓÔØ ⟨x_1; y_1⟩ = ⟨x_2; y_2⟩. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÏ ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ, ÞÔÏ

{{x_1}; {x_1; y_1}} = {{x_2}; {x_2; y_2}}:

ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÉ (ÎÅ ÐÕÔÁÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ x Ó {x}). üÔÏ ÕÄÏÂÎÏ ÄÅÌÁÔØ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÏÒÑÄËÅ. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ x_1 ≠ y_1. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {x_1; y_1} ÓÏÓÔÏ- ÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. òÁÚ ÏÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÔÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ É ÐÒÁŒÏÊ. úÎÁÞÉÔ, ÏÎÏ ÒÁŒ- ÎÏ ÌÉÂÏ {x_2}, ÌÉÂÏ {x_2; y_2}. ðÅÒŒÏÅ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÄŒÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÏ ÏÄÎÏ- ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÍÕ. úÎÁÞÉÔ, {x_1; y_1} = {x_2; y_2}. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏ- ÒÏÎÙ, ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {x_1} ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÅ- ŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ É ÐÒÁŒÏÊ, É ÐÏÔÏÍÕ ÒÁŒÎÏ {x_2} (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÏ ÄŒÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÍÕ). ïÔÓÀÄÁ x_1 = x_2 É y_1 = y_2, ÞÔÏ É ÔÒÅ- ÂÏŒÁÌÏÓØ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ x_2 ≠ y_2.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ËÏÇÄÁ x_1 = y_1 É x_2 = = y_2. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ {x_1; y_1} = {x_1} É ÐÏÔÏÍÕ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÅÓÔØ {{x_1}}. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÐÒÁŒÁÑ ÅÇÏ ÞÁÓÔØ ÅÓÔØ {{x_2}}, É ÐÏÔÏÍÕ x_1 = x_2, ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x_1, x_2, y_1, y_2 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ⊳ úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙ É ÄÒÕÇÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÐÏ- ÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÁÒÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ ŒÅÒÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÇÏ ĂÆÉÌÏÓÏÆÓËÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁĄ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÅÔ | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÕÄÏÂÎÙÊ ÔÅÈÎÉÞÅ- ÓËÉÊ ÐÒÉčÍ.

63. äÏËÁÖÉÔÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 9 ÄÌÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÁÒÙ ÐÏ œÉÎÅÒÕ: ⟨x; y⟩ = {{∅; {x}}; {{y}}}.

1.8. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÍÏÝÎÏÓÔÑÍÉ

íÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, É ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ, ÕÍÎÏÖÁÔØ, ŒÏÚŒÏÄÉÔØ Œ ÓÔÅÐÅÎØ. üÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ É ÎÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, É ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÔÁË.

ðÕÓÔØ A É B | ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. þÔÏÂÙ ÓÌÏÖÉÔØ ÉÈ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ∪ B, ÅÓÌÉ A É B ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. åÓÌÉ ÏÎÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÉÈ ÎÁ- ÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙÅ ÉÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ A^′ É B^′. íÏÝÎÏÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ É ÂÕÄÅÔ ÓÕÍÍÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. þÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÍÏÝÎÏ- ÓÔÅÊ ËÁË ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ĂÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÍÏÝÎÏ- ÓÔÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É BĄ ÉÄÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ (Á ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ | ÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ). îÏ ÍÙ ÄÌÑ ÕÄÏÂ- ÓÔŒÁ ÂÕÄÅÍ ÞÁÓÔÏ ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÔØ ÔÁËÉÍÉ ÐÒÅÄÏÓÔÏÒÏÖÎÏ- ÓÔÑÍÉ.

2. œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A^′∪B^′ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÉÍÅÎÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ- ÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A^′ É B^′ (ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙÅ A É B) ÍÙ ŒÙÂÅÒÅÍ. (þÔÏ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ.)

3. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏÅ ÓÌÏ- ÖÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

4. îÁËÏÎÅÃ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÂÙ ÅÝč ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ A^′ É B^′ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË: ÐÏÌÏÖÉÍ A^′ = A × {0} É B^′ = B × {1}.

ðÏÓÌÅÄÎÅÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÑ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ËÁË ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÄÅËÁÒÔÏŒÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÑ A × B. (îÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÏÓÔÁÀÔÓÑ Œ ÓÉÌÅ.)

ôÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÓÔÅÐÅÎØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ A É B) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÉÄÁ f : B → A (ÎÁÐÏÍÎÉÍ: ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÈ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÅÓÔØ B, Á ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ A).

üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A^B, É ÅÇÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ É ÂÕÄÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÓÔÅÐÅÎØ.

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É B ËÏÎÅÞÎÙ É ÓÏÄÅÒÖÁÔ a É b ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ A^B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁË ÒÁÚ a^b ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÑ ÆÕÎËÃÉÀ f : B → A, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ b ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ a ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÓÅÇÏ a^b ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ.

64. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ 0^0 ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÁÛÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ? (ïÔŒÅÔ: ÅÄÉÎÉÃÅ.)

ðÒÉÍÅÒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 2 ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, {0; 1}. þÔÏ ÔÁËÏÅ 2^N? ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ f : N → {0; 1}. ôÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ | ÜÔÏ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, ÔÏÌØËÏ ŒÍÅÓÔÏ f_0f_1f_2 : : : ÍÙ ÐÉÛÅÍ f(0); f(1); f(2); : : : (æÏÒÍÁÌØÎÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÔÁË É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ | ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÔÉÐÁ N → X.)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 2^X ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ P (X) (Œ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ X = N ÍÙ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÌÉ; ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ).

ïÂÙÞÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÏÓÔØ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ É ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ) ÓÏÈÒÁ- ÎÑÀÔ ÓÉÌÕ É ÄÌÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ:

a + b = b + a;

a + (b + c) = (a + b) + c;

a × b = b × a;

a × (b × c) = (a × b) × c; (a + b) × c = (a × c) + (b × c):

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÉÈ ÓÌÅÄÕÅÔ ÞÉÔÁÔØ, ÉÚÂÅÇÁÑ ÓÌÏŒÁ ĂÍÏÝ- ÎÏÓÔØĄ ËÁË ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, a × b = = b × a ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A × B É B × A ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ (É ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ: ⟨x; y⟩ → ⟨y; x⟩ ÂÕÄÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ). ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÐÒÏÓÔÏ. þÕÔØ ÓÌÏÖÎÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ,

ŒËÌÀÞÁÀÝÉÅ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÓÔÅÐÅÎØ:

a^{b+c} = a^b × a^c; (ab)^c = a^c × b^c;

(a^b)^c = a^{b×c}:

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ. éÚ ÞÅÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ A^{B+C} ? (âÕ- ÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ B É C ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.) åÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ- ÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ A, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÎÁ B + C. ôÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÞÁÓÔÅÊ: ÓŒÏÅÇÏ ÓÕÖÅÎÉÑ ÎÁ B (ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ ÉÚ B ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÔÅ- ÍÉ ÖÅ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÀÔÓÑ) É ÓŒÏÅÇÏ ÓÕÖÅÎÉÑ ÎÁ C. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A^{B+C} ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÁÒÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ A^B É A^C . üÔÏ É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏ- ÍÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ.

ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ (A×B)^C É A^C × × B^C ÍÙ ÔÏÖÅ ÞÁÓÔÏ ÓÔÁÌËÉŒÁÅÍÓÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (R× R)^RÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÉÐÁ R → R× R, ÔÏ ÅÓÔØ ËÒÉŒÁÑ t → z(t) = ⟨x(t); y(t)⟩ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ôÁËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ x; y : R → R.

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ (A^B)^C É A^{(B×C)} ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÎÅ- ÓËÏÌØËÏ ÒÅÖÅ. üÌÅÍÅÎÔ f ∈ A^{(B×C)} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅÍ B × C → A, ÔÏ ÅÓÔØ, Œ ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ, ÆÕÎËÃÉÅÊ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ B, ŒÔÏÒÏÊ ÉÚ C). åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ Œ ÎÅÊ ŒÔÏÒÏÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ, ÔÏ ÐÏÌÕ- ÞÉÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ f_c : B → A, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉ- ÅÍ f_c(b) = f(b; c) (ÔÏÞÎÅÅ, f(⟨b; c⟩)). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó → → f_c, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ (A^B )^C , É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÕ f ∈ A^{(B×C)}. (ïÔÞÁÓÔÉ ÓÈÏÄÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÀÔ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Ó ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ŒÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.)

íÏÝÎÏÓÔØ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÉÍŒÏÌÉÞÅÓËÉ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ ℵ_0, ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ (ÏÔÒÅÚËÁ ÉÌÉ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ c. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, c = 2^{ℵ0} .

(åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ: ËÁËÏŒ ÓÍÙÓÌ ÉÎÄÅËÓÁ 0 Œ ℵ_0? ÞÔÏ ÔÁËÏÅ, ÓËÁÖÅÍ, ℵ_1? ïÂÙÞÎÏ ℵ_1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÉÍÅÎØ-

ÛÕÀ ÎÅÓÞčÔÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ (ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÔÁËÁÑ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ). çÉÐÏÔÅÚÁ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ ÎÁ Ó. 35, ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ c = ℵ_1.)

éÚŒÅÓÔÎÙÅ ÎÁÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÞčÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÏÖÎÏ ÚÁ- ÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

• ℵ_0 + n = ℵ_0 ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ n (ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞčÔÎÏÇÏ É ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÞčÔÎÏ);

• ℵ_0 + ℵ_0 = ℵ_0 (ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÓÞčÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÞčÔÎÏ);

• ℵ_0 × ℵ_0 = ℵ_0 (ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÞčÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÞčÔÎÏ).

ïÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÎÏÇÉÅ ÆÁËÔÙ ÍÁÎÉÐÕÌÑÃÉÑÍÉ Ó ÍÏÝÎÏÓÔÑÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÃÅÐÏÞËÁ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒ

c × c = 2^{ℵ0} × 2^{ℵ0} = 2^{ℵ0+ℵ0} = 2^{ℵ0} = c

ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ É ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

c^{ℵ0} = (2^{ℵ0} )^{ℵ0} = 2^{ℵ0×ℵ0} = 2^{ℵ0} = c:

65. ïÂSSÑÓÎÉÔÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ŒÙËÌÁÄËÕ:

c + c = 1 × c + 1 × c = 2 × c = 2^1 × 2^{ℵ0} = 2^{1+ℵ0} = 2^{ℵ0} = c:

66. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ℵ0 × c = c.

ðÒÉŒÅÄčÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ÐÏÌÅÚÎÏ ÓÏÞÅ- ÔÁÔØ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÁÎÔÏÒÁ { âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ c = 2^{ℵ0} ⩽ ℵ_0^{ℵ0} ⩽ c^{ℵ0} = c;

ÐÏÜÔÏÍÕ ℵ_0^{ℵ0} = c (ÓÌÏŒÁÍÉ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝ- ÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ).

67. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅÑŒÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÍÏÎÏÔÏÎ- ÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÓÔÅÐÅÎØ ÄÌÑ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ (ÅÓ- ÌÉ a1 ⩽ a2 , ÔÏ a^b_1 ⩽ a^b_2 ). ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ (ŒÐÒÏÞÅÍ, ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÙÅ).

68. õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÑŒÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÑÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ (0; 1), ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÃÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÒÏÂÉ ŒÉÄÁ 1=(n0 + 1=(n1 + 1=(n2 + : : : ))).

69. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ℵ^c_0 = 2^c . (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÎÔÏÒÁ ÜÔÁ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ.)

70. ëÁËÏŒÁ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ? óÕÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÁ ÌÉ ÚÄÅÓØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ?

71. ëÁËÏŒÁ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ?

72. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÂÙÔØ ÎÅÓÞčÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÍÅÀÔ ËÏÎÅÞ- ÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ? ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÎÏÓÔØ?

œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÏÝ- ÎÏÓÔÅÊ a×b = a+b = max(a; b), ÎÏ ÐÏËÁ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÚÁÄÁÞÁÈ 47, 48 ÎÁÍ ÐÒÉÛÌÏÓØ ŒÏÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÏÂÈÏÄÎÙÍ ÍÁÎčŒÒÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ a + b = c ÓÌÅÄÕÅÔ a = c ÉÌÉ b = c. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÜÔÏÔ ÐÒÉčÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 10. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_1 ×A_2 ×· · ·×A_n ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÞÁÓÔÉ B_1; : : :; B_n, ÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁ- ËÏÅ i, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÏÝÎÏÓÔØ B_i ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ A_i.

⊲ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B_i ⊂ A_1 × : : : × A_n ÎÁ A_i. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÒÉ ÏÄÎÏÍ i ÏÎÁ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ A_i ÐÏÌÎÏÓÔØÀ, ÔÏ ŒÓč ÄÏËÁÚÁÎÏ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ŒÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÎÅÐÏËÒÙÔÕÀ ÔÏÞËÕ x_i. îÁÂÏÒ ⟨x_1; : : : ; x_n⟩ ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ ÎÉ Œ ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ B_i, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ. ⊳

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (ËÏ- ÔÏÒÏÅ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëčÎÉÇÁ) ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ Ï ÄÅËÁÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ËÏ- ÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ (ÓËÁÖÅÍ, A × B × × C ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÔÒÏÅË ⟨a; b; c⟩, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÕÔØ ÐÁÒÙ ⟨⟨a; b⟩; c⟩). äÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ÕÖÅ ÔÁË ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÛØ. œÙÈÏÄ ÔÁËÏÊ: A_0×A_1×A_2× × : : : (ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ a_0; a_1; a_2; : : : , Õ ËÏÔÏÒÙÈ a_i ∈ A_i, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ a,

ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÎÁ N ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ŒÓÅÈ A_i, ÐÒÉÞčÍ a(i) ∈ A_i ÐÒÉ ŒÓÅÈ i. ðÏÓÌÅ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÅ- ÏÒÅÍÁ 10 ÌÅÇËÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ É ÎÁ ÓÞčÔÎÙÅ (Á ÔÁËÖÅ É ÎÁ ÌÀÂÙÅ) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÏÔÒÉÃÁÎÉÑÍ, ÔÅÏÒÅÍÕ ëčÎÉÇÁ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÐÒÉ ŒÓÅÈ i = 0; 1; 2 : : : ÄÌÑ ÍÏÝÎÏ- ÓÔÅÊ a_i É b_i ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ b_i < a_i, ÔÏ

b_0 + b_1 + b_2 + : : : < a_0 × a_1 × a_2 × : : :

õÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ c × c × : : : (ÓÞčÔÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ) ÒÁŒ- ÎÏ c^{ℵ0} , ÔÏ ÅÓÔØ c, ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ëčÎÉÇÁ: ÅÓÌÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉ- ÎÕÕÍÁ.

73. äÏËÁÖÉÔÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

74. ðÕÓÔØ a0 ; a1 ; a2; : : : | ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÞčÍ ai ⩾ 2 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

a0 + a1 + a2 + : : : ⩽ a0 × a1 × a2 × : : :

75. ðÕÓÔØ m0 ¡ m1 ¡ m2 ¡ : : : | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ m0 +m1 +m2 + + : : : ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ a^{ℵ0} ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ a.

2. õÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

2.1. ïÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É ÐÏÒÑÄËÁ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÂÉÎÁÒÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÅ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ⊂ X × X; ŒÍÅÓÔÏ ⟨x_1; x_2⟩ ∈ R ÞÁÓÔÏ ÐÉÛÕÔ x_1Rx_2.

âÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ R ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

• (ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ) xRx ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X;

• (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) xRy ⇒ yRx ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ X;

• (ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ) xRy É yRz ⇒ xRz ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ x; y; z ∈ X.

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ, ÎÏ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅ- ÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 11. (Á) åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÒÁÚÂÉÔÏ Œ ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ĂÌÅ- ÖÁÔØ Œ ÏÄÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅĄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

(Â) œÓÑËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ.

⊲ ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏŒÓÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏ; ÍÙ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÔÏÒÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ŒÉÄÎÏ, ÇÄÅ ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÀÔÓÑ ŒÓÅ ÐÕÎËÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. éÔÁË, ÐÕÓÔØ R | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁ x ∈ X ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ y ∈ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÒÎÏ xRy.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ x_1, x_2 ÔÁËÉÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ðÕÓÔØ ÏÎÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ z. ôÏÇÄÁ x_1Rz É x_2Rz, ÏÔËÕÄÁ zRx_2 (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) É x_1Rx_2 (ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ), Á ÔÁËÖÅ x_2Rx_1 (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ). ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ÉÚ x_1Rz ÓÌÅÄÕÅÔ x_2Rz (ÔÒÁÎÚÉÔÉŒ- ÎÏÓÔØ) É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔÉ ËÁ- ÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÍÕ ÉÍ ËÌÁÓÓÕ, ÔÏ

ÅÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ŒÓč ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅ- ÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÌÁÓÓÙ. ⊳

76. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ É ÔÒÁÎ- ÚÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÄÎÉÍ: xRz É yRz ⇒ xRy (ÐÒÉ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÉ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔÉ).

77. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ {1; 2; 3; 4; 5}?

78. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÚÁÄÁÎÏ ÄŒÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ- ÓÔÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÅ ∼1 É ∼2, ÉÍÅÀÝÉÅ n1 É n2 ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ x ∼ y ⇔ ⇔ [(x ∼1 y) É (x ∼2 y)] ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ? óËÏÌØ- ËÏ Õ ÎÅÇÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÌÁÓÓÏŒ? þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ?

79. (ôÅÏÒÅÍÁ òÁÍÓÅÑ) íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ l ËÌÁÓÓÏŒ (k, l | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ⊂ A, ŒÓÅ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ.

(ðÒÉ k = 1 ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÅÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÚ- ÂÉÔÏ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ, ÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÌÁÓÓÏŒ ÂÅÓËÏÎÅ- ÞÅÎ. ðÒÉ k = 2 É l = 2 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÌÀÄÅÊ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ, ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏ- ÇÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ. ëÏÎÅÞÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÑ | Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ ÛÅÓÔÉ ÌÀÄÅÊ ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ÔÒÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ, ÌÉÂÏ ÔÒÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ, | ÉÚŒÅÓÔ- ÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏŒ.)

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÆÁË- ÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R. (åÓÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÄÏÐÏÌÎÉ- ÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ ÎÁ X, ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐ- ÐÙ, ÆÁËÔÏÒ-ËÏÌØÃÁ É Ô. Ä.)

ïÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÍ ÎÅ ÒÁÚ ÅÝč ŒÓÔÒÅÔÑÔ- ÓÑ, ÎÏ ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÛÁ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÍÁ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ.

âÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ⩽ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÔÁËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

• (ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ) x ⩽ x ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X;

• (ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) x ⩽ y É y ⩽ x ⇒ x = y ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ X;

• (ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ) x ⩽ y É y ⩽ z ⇒ x ⩽ z ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y; z ∈ X.

(óÌÅÄÕÑ ÔÒÁÄÉÃÉÉ, ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓÉÍŒÏÌ ⩽ (Á ÎÅ ÂÕËŒÕ) ËÁË ÚÎÁË ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ.) íÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÁ ÎčÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÞÁÓÔÉÞ- ÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x; y ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ- ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÒÁŒÎÉÍÙ, ÅÓÌÉ x ⩽ y ÉÌÉ y ⩽ x. úÁ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÙÌÉ ÓÒÁŒÎÉÍÙ. äÏÂÁŒÉŒ ÜÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ).

ðÒÉŒÅÄčÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ:

• þÉÓÌÏŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÐÏ- ÒÑÄËÁ (ÚÄÅÓØ ÐÏÒÑÄÏË ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ).

• îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ R × R ŒÓÅÈ ÐÁÒ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ⟨x_1; x_2⟩ ⩽ ⟨y_1; y_2⟩, ÅÓÌÉ x_1 ⩽ x_2 É y_1 ⩽ y_2. üÔÏÔ ÐÏ- ÒÑÄÏË ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ: ÐÁÒÙ ⟨0; 1⟩ É ⟨1; 0⟩ ÎÅ ÓÒÁŒÎÉÍÙ.

• îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕ- ÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏ- ÒÑÄÏË, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ f ⩽ g, ÅÓÌÉ f(x) ⩽ g(x) ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ R. üÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ.

• îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÒÑÄÏË, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ x ⩽ y, ÅÓÌÉ x ÄÅ- ÌÉÔ y. üÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ÔÏÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ.

• ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ĂÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ x ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ yĄ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÏÎÏ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÁÎÔÉ- ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ).

• ðÕÓÔØ U | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ P (U ) ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ⊂ ÂÕÄÅÔ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ.

• îÁ ÂÕËŒÁÈ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ÔÒÁÄÉÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÒÑÄÏË (Á ⩽ Â ⩽ Œ ⩽ : : : ⩽ Ñ). üÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ÌÉÎÅÅÎ | ÐÒÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÂÕËŒÙ ÍÏÖÎÏ ÓËÁ- ÚÁÔØ, ËÁËÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÎØÛÅ (ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÚÁ- ÇÌÑÎÕŒ Œ ÓÌÏŒÁÒØ).

• îÁ ÓÌÏŒÁÈ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁ- ÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË (ËÁË Œ ÓÌÏŒÁÒÅ). æÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÏ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁ- ÌÏÍ ÓÌÏŒÁ y, ÔÏ x ⩽ y (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁÎÔ ⩽ ËÁÎÔÏÒ). åÓÌÉ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏŒ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÅÒŒÕÀ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ ÂÕËŒÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÏŒÁ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ: ÔÏ ÓÌÏŒÏ, ÇÄÅ ÜÔÁ ÂÕËŒÁ ÍÅÎØÛÅ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, É ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ. üÔÏÔ ÐÏÒÑ- ÄÏË ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÅÎ (ÉÎÁÞÅ ÞÔÏ ÂÙ ÄÅÌÁÌÉ ÓÏÓÔÁŒÉÔÅÌÉ ÓÌÏŒÁÒÅÊ?).

• ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ((x ⩽ y) ⇔ (x = y)) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÅ ÓÒÁŒÎÉ- ÍÙ. • ðÒÉŒÅÄčÍ ÔÅÐÅÒØ ÂÙÔÏŒÏÊ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ X ËÁÒÔÏÎÎÙÈ ËÏÒÏÂÏË. œŒÅÄčÍ ÎÁ ÎčÍ ÐÏÒÑ- ÄÏË, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ x ⩽ y, ÅÓÌÉ ËÏÒÏÂËÁ x ÃÅÌÉËÏÍ ÐÏ- ÍÅÝÁÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒØ ËÏÒÏÂËÉ y (ÉÌÉ ÅÓÌÉ x É y | ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ËÏÒÏÂËÁ). œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÎÁÂÏÒÁ ËÏÒÏÂÏË ÜÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÌÉ ÎÅ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÍ.

ðÕÓÔØ x; y | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ X. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ x < y, ÅÓÌÉ x ⩽ y É x ≠ y. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÔÁËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

x ≮ x;

(x < y) É (y < z) ⇒ x < z:

(ðÅÒŒÏÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÏŒÅÒÉÍ ŒÔÏÒÏÅ: ÅÓÌÉ x < y É y < < z, ÔÏ ÅÓÔØ x ⩽ y, x ≠ y, y ⩽ z, y ≠ z, ÔÏ x ⩽ z ÐÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔÉ; ÅÓÌÉ ÂÙ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ x = z, ÔÏ ÍÙ ÂÙ ÉÍÅÌÉ x ⩽ y ⩽ x É ÐÏÔÏÍÕ x = y ÐÏ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ.)

ôÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÍÙ ÞÉÔÁÅÍ ÚÎÁË ⩽ ËÁË ĂÍÅÎØÛÅ ÉÌÉ ÒÁŒÎÏĄ, Á ÚÎÁË < | ËÁË ĂÍÅÎØÛÅĄ, ÎÅÑŒÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ x ⩽ y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x < y ÉÌÉ x = y. ë ÓÞÁÓÔØÀ, ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË. åÝč ÏÄÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ x > y (Ăx ÂÏÌØÛÅ yĄ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ y < x, Á ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ x ⩾ y (Ăx ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÒÁŒÎÏ yĄ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ y ⩽ x.

80. ïÂSSÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ ÎÅ ÓÔÏÉÔ ÞÉÔÁÔØ x ⩽ y ËÁË Ăx ÎÅ ÂÏÌØÛÅ yĄ.

œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÎÉÖËÁÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ <, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÄŒÕÍ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ x ⩽ y ⇔ ⇔ [(x < y) ÉÌÉ (x = y)] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

81. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ.

œÏ ÉÚÂÅÖÁÎÉÅ ÐÕÔÁÎÉÃÙ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ < ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Á ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ⩽ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÅÓÔÒÏÇÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ïÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ: ÍÏÖÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅÓÔÒÏÇÏÇÏ ÐÏÒÑÄ- ËÁ ⩽ (ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÅ, ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÅ) É ÚÁÔÅÍ ÉÚ ÎÅÇÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ <, Á ÍÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

82. ïÐÕÓËÁÑ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÐÏÒÑÄËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÒÅÄÐÏÒÑÄÏË ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÌÁÓÓÙ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ x ⩽ y ÄÌÑ ÌÀ- ÂÙÈ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x, y ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, Á ÎÁ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ ÚÁÄÁÎ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË, ËÏÔÏÒÙÊ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ.

œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÈ ÓÔÒÏÉÔØ ÏÄÎÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ ÄÒÕÇÉÈ.

• ðÕÓÔØ Y | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏ- ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (X; ⩽). ôÏÇÄÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Y ŒÏÚÎÉ- ËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË, ÉÎÄÕÃÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÊ ÉÚ X. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ,

(⩽_Y ) = (⩽) ∩ (Y × Y ):

åÓÌÉ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ X ÂÙÌ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÔÏ É ÉÎÄÕÃÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ Y , ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ.

• ðÕÓÔØ X É Y | ÄŒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÔÁË: ŒÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÒÁŒÎÉŒÁÀÔ- ÓÑ ËÁË ÒÁÎØÛÅ, Á ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Y . üÔÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ X + Y . (ðÏÒÑÄÏË ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÂÙÌ ÔÁËÏŒÙÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.)

üÔÏ ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔ É ÄÌÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÀ- ÝÉÈÓÑ (É ÄÁÖÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÏŒÏÒÑ ÏÂ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ N + N, ÍÙ ÂÅ- ÒčÍ ÄÌÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÏÐÉÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑ- ÄÁ {0; 1; 2; : : :} É {0; 1; 2 : : : } É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ {0; 1; 2; : : :; 0; 1; 2; : : :}, ÐÒÉÞčÍ k ⩽ l ÐÒÉ ŒÓÅÈ k É l, Á ŒÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ËÏÐÉÉ ÐÏÒÑÄÏË ÏÂÙÞÎÙÊ.

• ðÕÓÔØ (X; ⩽_X ) É (Y; ⩽_Y ) | ÄŒÁ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ. íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÉ X ×Y ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ⟨x_1; y_1⟩ ⩽ ⟨x_2; y_2⟩, ÅÓÌÉ x_1 ⩽_X x_2 É y_1 ⩽_Y y_2 (ÐÏ- ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ). üÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÐÏÒÑÄËÉ É ÂÙÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ: ÅÓÌÉ ÐÅÒŒÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÂÏÌØÛÅ Õ ÏÄÎÏÊ ÐÁÒÙ, Á ŒÔÏÒÁÑ Õ ÄÒÕÇÏÊ, ËÁË ÉÈ ÓÒÁŒÎÉÔØ? þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË, ÄÏÇÏŒÏÒÉÍÓÑ, ËÁËÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÂÕÄÅÔ ĂÇÌÁŒÎÏÊĄ É ÂÕÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ÐÏ ÎÅÊ, Á ÐÏÔÏÍ (Œ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ) | ÐÏ ÄÒÕÇÏÊ. åÓÌÉ ÇÌÁŒÎÏÊ ÓÞÉÔÁÔØ X-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ, ÔÏ ⟨x_1; y_1⟩ ⩽ ⟨x_2; y_2⟩, ÅÓÌÉ x_1 <_X x_2 ÉÌÉ ÅÓÌÉ x_1 = x_2, Á y_1 ⩽_Y y_2. ïÄÎÁËÏ ÐÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÕÄÏÂ- ÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÇÌÁŒÎÏÊ ŒÔÏÒÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ. çÏŒÏÒÑ Ï ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÄŒÕÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ËÁË Ï ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÍÙ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÍ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ÐÏÒÑÄÏË (ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÍ ÐÏ ŒÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ).

83. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ N × N (ÐÏÒÑÄÏË ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÊ) ÎÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÙÌÉ ÂÙ ÎÅÓ- ÒÁŒÎÉÍÙ. œÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ Z× Z?

84. äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ N^k (ÐÏÒÑÄÏË ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÊ).

85. ðÕÓÔØ U | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P (U) ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U, ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ. ëÁËÏŒÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖ- ÎÁÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S ⊂ P (U), ÅÓÌÉ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁ S ÐÏÒÑÄÏË ÌÉÎÅÅÎ? ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ S ÎÅ ÓÒÁŒ- ÎÉÍÙ? (õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 14.)

86. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ?

87. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ (ĂÐÒÏÄÏÌÖÉÔØĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ⩽ y Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÔÏ É Œ ÎÏŒÏÍ ÜÔÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÔÁË).

88. äÁÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÎčÍ ŒÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÌÉÎÅÅÎ.

89. (ëÏÎÅÞÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.) äÁÎÙ ÃÅÌÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m É n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÞÁÓÔÉÞ- ÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ mn+1 ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÌÉÂÏ m+1 ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÌÉÂÏ n+1 ÐÏÐÁÒÎÏ ÓÒÁŒÎÉÍÙÈ.

90. œ ÓÔÒÏÞËÕ ÎÁÐÉÓÁÎÙ mn + 1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÞÁÓÔØ ÉÚ ÎÉÈ ŒÙÞÅÒËÎÕÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁ- ÌÁÓØ ÌÉÂÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ m + 1, ÌÉ- ÂÏ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ n + 1. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.)

91. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏ- ÇÏ ÒÑÄÁ, ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ (Œ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ) ÐÏÄÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ? óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÐÏÄÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙ?

üÌÅÍÅÎÔ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÂÏÌØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁ, É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÏÌØÛÅÇÏ

ÜÌÅÍÅÎÔÁ. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏ- ÞÅÎÎÙÍ, ÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ: ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÎÏ ÎÅ ÎÁÏÂÏÒÏÔ. (ïÄÎÏ ÄÅÌÏ ËÏÒÏÂËÁ, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÍÅÝÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÄÒÕ- ÇÁÑ, ÄÒÕÇÏÅ | ËÏÒÏÂËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÉËÕÄÁ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÐÏÍÅ- ÝÁÅÔÓÑ.)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÞÁ- ÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÎÏÇÏ.

92. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÅ ÓÒÁŒÎÉÍÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ- ÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÎÁÊÄčÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ y, ÂÏÌØÛÉÊ ÉÌÉ ÒÁŒÎÙÊ x.

2.2. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

äŒÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ- ÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ÓÏÈÒÁ- ÎÑÀÝÅÅ ÐÏÒÑÄÏË. (åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÉ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.) íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÂÉÅË- ÃÉÑ f : A → B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏ- ÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B, ÅÓÌÉ

a_1 ⩽ a_2 ⇔ f(a_1) ⩽ f(a_2)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; a_2 ∈ A (ÓÌÅŒÁ ÚÎÁË ⩽ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÒÑÄÏË Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A, ÓÐÒÁŒÁ | Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ B).

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ (ËÁÖÄÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓÁÍÏÍÕ ÓÅÂÅ), ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÏ (ÅÓÌÉ X ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Y , ÔÏ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ) É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ (ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÔÒÅÔØÅÍÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÍÅÖ- ÄÕ ÓÏÂÏÊ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÍÉ ÔÉÐÁÍÉ. (ðÒÁŒÄÁ, ËÁË É Ó ÍÏÝ- ÎÏÓÔÑÍÉ, ÔÕÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔØ | ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ, É ÐÏÔÏÍÕ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÏÒÑÄËÏ- ŒÙÈ ÔÉÐÁÈ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÎÅÌØÚÑ.)

ôÅÏÒÅÍÁ 12. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

⊲ ëÏÎÅÞÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (ŒÏÚØÍčÍ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ; ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ, ŒÏÚØÍčÍ ÍÅÎØÛÉÊ, ÅÓÌÉ É ÏÎ ÎÅ ÎÁÉ- ÍÅÎØÛÉÊ, ÅÝč ÍÅÎØÛÉÊ | É ÔÁË ÄÁÌÅÅ; ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÂÙŒÁÀ- ÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x > y > z > : : : , ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÄÏÌÖÎÁ ÏÂÏÒŒÁÔØÓÑ). ðÒÉÓŒÏÉÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÎÏÍÅÒ 1. éÚ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÓÎÏŒÁ ŒÙÂÅÒÅÍ ÎÁÉÍÅÎØ- ÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ É ÐÒÉÓŒÏÉÍ ÅÍÕ ÎÏÍÅÒ 2 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÒÑÄËÕ ÍÅÖÄÕ ÎÏÍÅÒÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÎÁÛÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ {1; 2; : : :; n}. ⊳

93. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ 30 Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ĂÂÙÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍĄ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {a; b; c}, ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍÕ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ.

94. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÒÁŒÎÙ 0. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ŒŒÅÄčÍ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË: (a0 ; a1; : : : ) ⩽ (b0 ; b1; : : : ), ÅÓÌÉ ai ⩽ bi ÐÒÉ ŒÓÅÈ i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ĂÂÙÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍĄ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÒÑÄËÁ.

œÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑ- ÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A Œ ÓÅÂÑ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ- ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ (x → x + 1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ZÃÅ- ÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ). äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ÄÁčÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÁ (ÎÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ).

95. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÕÐÏÒÑÄÏ- ÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ N ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ.

96. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P (A) ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÇÏ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ. îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ.

97. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ, ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ Ăx ÄÅÌÉÔ yĄ, ÉÍÅÅÔ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙÈ, ÎÏ ÎÅ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ 12 ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ).

• ïÔÒÅÚÏË [0; 1] (Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ) ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ R, ÔÁË ËÁË Õ ÐÅÒŒÏÇÏ ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, Á Õ ŒÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ. (ðÒÉ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÄÏÌ- ÖÅÎ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ.)

• íÎÏÖÅÓÔŒÏ Z(ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ) ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Q (ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ¸ : Z→ Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ. œÏÚØÍčÍ ÄŒÁ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÓËÁÖÅÍ, 2 É 3. ðÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ¸ ÉÍ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏ- ŒÁÔØ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄŒÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ ¸(2) É ¸(3), ÐÒÉÞčÍ ¸(2) < ¸(3), ÔÁË ËÁË 2 < 3. îÏ ÔÏÇÄÁ ÒÁÃÉ- ÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ ÍÅÖÄÕ ¸(2) É ¸(3) ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÅÖÄÕ 2 É 3, ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ.

• âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ZÉ Z+ Z.

œÏÚØÍčÍ Œ Z+ ZÄŒÅ ËÏÐÉÉ ÎÕÌÑ (ÉÚ ÔÏÊ É ÄÒÕÇÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ); ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÉ ÉÈ 0 É 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ 0 < < 0. ðÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÉÍ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÄŒÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ a É b, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a < b. ôÏÇÄÁ ŒÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÍÅÖÄÕ 0 É 0 (ÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ: 1, 2, 3, : : : , −3, −2, −1) ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÞÉÓÌÁ ÍÅÖÄÕ a É b | ÎÏ ÉÈ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. üÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÉÈ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÒÁÚÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅÌØÚÑ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. ëÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ZÉ Z+ ZĂÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙĄ.

98. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z× × N É Z× Z(Ó ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÎÁ Ó. 54 ÐÏÒÑÄËÏÍ) ÎÅ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÙ.

99. âÕÄÕÔ ÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ N × ZÉ Z× Z? 100. âÕÄÕÔ ÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ Q× ZÉ Q × N? ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → √ 2x ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ (0; 1) É (0; √ 2). îÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË ÐÒÏ- ÓÔÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÅÖÄÕ Q ∩ (0; 1) É Q ∩ (0; √ 2)), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ √ 2 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Œ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÖÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 0 < x_1 < x_2 < : : : É 0 < y_1 < y_2 < : : : , ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ Ë 1 É √ 2 É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ x_i Œ y_i É ÌÉÎÅÊÎÁ ÎÁ ËÁ- ÖÄÏÍ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ [x_i; x_{i+1}] (ÒÉÓ. 5). ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

òÉÓ. 5. ìÏÍÁÎÁÑ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

101. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÎÔÅÒ- ŒÁÌÁ (0; 1) É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÚÄÅÓØ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÌÏÍÁÎÕÀ; ŒÐÒÏÞÅÍ, Õ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÅÓÔØ É ÄÒÕ- ÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ x → 1=x ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Œ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ.)

âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ (ŒÉÄÉÍÏ, ÎÉÞÅÇÏ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÏÂÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ 13, ÔÕÔ ÎÅ ÐÒÉÄÕÍÁÅÛØ).

102. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (0; 1) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Q. (þÉÓÌÏ ÓÞÉÔÁÅÔ- ÓÑ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ m=2^n, ÇÄÅ m | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ.)

äŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x, y ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ, ÅÓÌÉ x < y É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÇÏ z, ÞÔÏ x < z < y. ìÉÎÅÊ- ÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎčÍ ÎÅÔ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÅÓÔØ ÔÒÅÔÉÊ).

ôÅÏÒÅÍÁ 13. ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ÓÞčÔÎÙÈ ÐÌÏÔÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏ- ÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÅÚ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

⊲ ðÕÓÔØ X É Y | ÄÁÎÎÙÅ ÎÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ôÒÅÂÕÅÍÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÛÁÇÁÍ. ðÏÓÌÅ n ÛÁ- ÇÏŒ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÄŒÁ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_n ⊂ X É Y_n ⊂ Y , ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ĂÏÈŒÁ- ÞÅÎÎÙÍÉĄ, É ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÐÏÒÑÄÏË. îÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ÂÅ- ÒčÍ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÎÅÏÈŒÁÞÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÓËÁÖÅÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X) É ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÍ ÅÇÏ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÏÈŒÁ- ÞÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ X. ïÎ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÌÉÂÏ ÍÅÎØ- ÛÅ ŒÓÅÈ, ÌÉÂÏ ÂÏÌØÛÅ, ÌÉÂÏ ÐÏÐÁÓÔØ ÍÅÖÄÕ ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ÄŒÕ- ÍÑ. œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅŒ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÎÅÏÈŒÁÞÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ Y , ÎÁÈÏÄÑÝÉÊÓÑ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ (ÂÏÌØÛÅ ŒÓÅÈ, ÍÅÖÄÕ ÐÅÒŒÙÍ É ŒÔÏÒÙÍ ÏÈŒÁÞÅÎÎÙÍ ÓŒÅÒÈÕ, ÍÅÖÄÕ ŒÔÏÒÙÍ É ÔÒÅÔØÉÍ ÏÈŒÁÞÅÎÎÙÍ ÓŒÅÒÈÕ É Ô. Ð.). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ Y ÎÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÎÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÅÔ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, | Œ ÚÁŒÉÓÉ- ÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÔÒčÈ ÓÌÕÞÁÅŒ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ë X_n É Y_n, ÓÞÉ- ÔÁÑ ÉÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

þÔÏÂÙ Œ ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁÍÉ X É Y , ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ- ÂÙ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÏÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÂÙÌÉ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄ- ÎÏ ÏÈŒÁÞÅÎÙ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË: ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ

ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÞčÔÎÏ, ÐÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ É ÂÕÄÅÍ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÎÅÏÈŒÁÞÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ (ÎÁ ÎÅÞčÔÎÙÈ ÛÁÇÁÈ | ÉÚ X, ÎÁ ÞčÔÎÙÈ | ÉÚ Y ). üÔÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ⊳

103. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÓÞčÔÎÙÈ ÐÌÏÔÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÐÒÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ É ÎÁÉ- ÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ). (ïÔŒÅÔ: 4.)

104. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÄŒÕÈ ÐÌÏÔÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏ- ÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ÂÅÚ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ É ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ. (õËÁ- ÚÁÎÉÅ: ŒÏÚØÍÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q + R É R+ Q.)

ôÅÏÒÅÍÁ 14. œÓÑËÏÅ ÓÞčÔÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ Q.

⊲ úÁÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ ÖÅ, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÐÌÏÔÎÏÅ ÓÞčÔÎÏÅ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÂÅÚ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÁË ËÁË ÏÎÉ ŒÓÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 13 | Ó ÔÏÊ ÒÁÚÎÉÃÅÊ, ÞÔÏ ÎÏŒÙÅ ÎÅ- ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÅÒÕÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ (ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ), Á ÐÁÒÙ Ë ÎÉÍ ÐÏÄÂÉÒÁÀÔÓÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ⊳

2.3. æÕÎÄÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

ðÒÉÎÃÉÐ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÈ ÆÏÒÍ ÚŒÕÞÉÔ ÔÁË:

ðÕÓÔØ A(n) | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉ- ÓÌÁ n. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ A(n) Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ A(m) ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ m, ÍÅÎØÛÉÈ n. ôÏÇÄÁ ÓŒÏÊÓÔŒÏ A(n) ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ n.

(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ A(0) ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ŒÓÑËÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÎØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÔ.)

äÌÑ ËÁËÉÈ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÅÒÅÎ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐ? ïÔŒÅÔ ÄÁčÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ:

ôÅÏÒÅÍÁ 15. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑ- ÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ:

(Á) ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ;

(Â) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x_0 > x_1 > x_2 > : : : ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ X;

(Œ) ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ŒÅÒÅÎ ÐÒÉÎÃÉÐ ÉÎÄÕËÃÉÉ Œ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÅ: ÅÓÌÉ (ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ x ∈ X) ÉÚ ÉÓÔÉÎÎÏ- ÓÔÉ A(y) ÄÌÑ ŒÓÅÈ y < x ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ A(x), ÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ A(x) ŒÅÒÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÙ- ŒÁÀÔ ÔÁË:

∀x (∀y ((y < x) ⇒ A(y)) ⇒ A(x)) ⇒ ∀x A(x):

⊲ óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÓŒÏÊÓÔŒ. åÓÌÉ x_0 > x_1 > x_2 > : : : | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÕÂÙ- ŒÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÅÝč ÍÅÎØÛÅ). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (Á) ÓÌÅ- ÄÕÅÔ (Â). îÁÐÒÏÔÉŒ, ÅÓÌÉ B | ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÕÂÙ- ŒÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁË. œÏÚØ- ÍčÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b_0 ∈ B. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÏÎ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ b_1 ∈ ∈ B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ b_0 > b_1. ðÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ b_2 ∈ B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ b_1 > b_2 É Ô. Ä. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

ôÅÐÅÒØ ŒÙŒÅÄÅÍ ÐÒÉÎÃÉÐ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. ðÕÓÔØ A(x) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, ŒÅÒÎÏÅ ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒÏ A ÎÅ- ŒÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ x | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÍÅÎØÛÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ B ÎÅÔ, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ y < x ÓŒÏÊÓÔŒÏ A(y) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. îÏ ÔÏ- ÇÄÁ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ É A(x) | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁ Œ ÌÀÂÏÍ ÎÅÐÕÓÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÐÒÉÎ- ÃÉÐÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÕÓÔØ B | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÅÚ ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. äÏËÁÖÅÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÞÔÏ B ÐÕÓÔÏ; ÄÒÕ- ÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ A(x) ŒÏÚØÍčÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ x =∈ B. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ A(y) ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ y < x, ÔÏ ÎÉËÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÍÅÎØÛÉÊ x, ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ B. åÓÌÉ ÂÙ x ÌÅÖÁÌ Œ B, ÔÏ ÏÎ ÂÙÌ ÂÙ ÔÁÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, Á ÔÁËÉÈ ÎÅÔ. ⊳ íÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (Á) { (Œ), ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ. ëÁËÉÅ ÅÓÔØ ÐÒÉÍÅÒÙ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ? ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÎÁÛ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N × N ÐÁÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÍÅÎØÛÅ ÔÁ ÐÁÒÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÍÅÎØÛÅ; Œ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÍ ÐÅÒŒÙÅ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÕÓÌÏŒÉÅ (Â). îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÅÇÏ ÔÁË: ŒÓÑËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ u_0 ⩾ u_1 ⩾ u_2 ⩾ : : : ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ (ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ, ÒÁŒÎÙ); ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÁÒ

⟨x_0; y_0⟩ ⩾ ⟨x_1; y_1⟩ ⩾ ⟨x_2; y_2⟩ ⩾ : : :

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÒÑÄËÁ (ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÒÁŒÎÉŒÁÀÔÓÑ ŒÔÏÒÙÅ ÞÌÅÎÙ) y_0 ⩾ y_1 ⩾ y_2 ⩾ : : : É ÐÏÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ y_i Ó ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÍÅÓÔÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ðÏ- ÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÕÖÅ x_i ÄÏÌÖÎÙ ÕÂÙŒÁÔØ | É ÔÏÖÅ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉ- ÒÕÀÔÓÑ. þÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉÇÏÄÎÏ É Œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 16. ðÕÓÔØ A É B | ÄŒÁ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÞÁ- ÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ôÏÇÄÁ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ A × B, Œ ËÏÔÏÒÏÍ

⟨a_1; b_1⟩ ⩽ ⟨a_2; b_2⟩ ⇔ [(b_1 < b_2) ÉÌÉ (b_1 = b_2 É a_1 ⩽ a_2)];

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÎÙÍ.

⊲ œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ⟨a_0; b_0⟩ ⩾ ⟨a_1; b_1⟩ ⩾ : : : ÓÔÁÂÉ- ÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ ÓÎÁÞÁÌÁ ŒÔÏÒÙÅ, Á ÚÁÔÅÍ É ÐÅÒŒÙÅ ÞÌÅÎÙ. ⊳ ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ N × × N × N, ÄÌÑ N^k ÉÌÉ ŒÏÏÂÝÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

åÝč ÐÒÏÝÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ A + B ÄŒÕÈ ÆÕÎÄÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÁ: ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ x_0 ⩽ x_1 ⩽ x_2 ⩽ : : : ÌÉÂÏ ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ B (É ÍÙ ÓÓÙÌÁÅÍÓÑ ÎÁ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔØ B), ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ A. œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ A, É ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÓÔØ A.

þÁÓÔÏ Œ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÉ (ÉÌÉ Œ ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÙÈ ÚÁ- ÄÁÞÁÈ) ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÏÌÇÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÐÉ- ÓÁŒ ÃÉËÌ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ŒÙÊÄÅÍ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË: ŒŒÅÓÔÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁ- ÇÅ ÃÉËÌÁ ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÓÅÊÞÁÓ ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÒÁŒÅÎ N , ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ÐÏÚÖÅ ÞÅÍ ÞÅÒÅÚ N ÛÁÇÏŒ ÃÉËÌ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ.

ïÄÎÁËÏ ÂÙŒÁÀÔ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ ÚÁ- ÒÁÎÅÅ ÏÃÅÎÉÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÎÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÔØ ÚÁ- ŒÅÒÛÅÎÉÅ ÃÉËÌÁ ÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒ, ÐÒÉÎÉ- ÍÁÀÝÉÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ É ÕÂÙŒÁ- ÀÝÉÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÃÉËÌÁ.

œÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÇÄÅ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÔÁ- ËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ.

âÉÚÎÅÓÍÅÎ ÚÁËÌÀÞÉÌ Ó ÞčÒÔÏÍ ÓÄÅÌËÕ: ËÁÖÄÙÊ ÄÅÎØ ÏÎ ÄÁčÔ ÞčÒÔÕ ÏÄÎÕ ÍÏÎÅÔÕ, É Œ ÏÂÍÅÎ ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÌÀÂÏÊ ÎÁ- ÂÏÒ ÍÏÎÅÔ ÐÏ ÓŒÏÅÍÕ ŒÙÂÏÒÕ, ÎÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÍÏÎÅÔÙ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔŒÁ (ŒÉÄÏŒ ÍÏÎÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ). íÅÎÑÔØ (ÉÌÉ ÐÏÌÕÞÁÔØ) ÄÅÎØÇÉ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÍÅÓÔÅ ÂÉÚÎÅÓÍÅÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. ëÏÇÄÁ ÍÏÎÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ, ÂÉÚÎÅÓÍÅÎ ÐÒÏÉÇÒÙŒÁ- ÅÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÞčÒÔ ŒÙÉÇÒÁÅÔ, ËÁËÏŒ ÂÙ ÎÉ ÂÙÌ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÍÏÎÅÔ Õ ÂÉÚÎÅÓÍÅÎÁ.

òÅÛÅÎÉÅ: ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ k ŒÉÄÏŒ ÍÏÎÅÔ. éÓËÏÍÙÊ ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁË: ÐÏÓÞÉÔÁÅÍ, ÓËÏÌØËÏ ÍÏÎÅÔ ËÁÖÄÏ- ÇÏ ŒÉÄÁ ÅÓÔØ Õ ÂÉÚÎÅÓÍÅÎÁ (n_1 | ÞÉÓÌÏ ÍÏÎÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÏÇÏ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔŒÁ, n_2 | ÞÉÓÌÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ

ÄÏ n_k). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ŒÓÔÒÅÞÉ Ó ÞčÒÔÏÍ ÎÁ- ÂÏÒ ⟨n_1; : : : ; n_k⟩ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ŒŒÅÄčÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÞÌÅÎÙ, ÚÁÔÅÍ ÐÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÉÅ É Ô. Ä.). ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N^k ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÏ, ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÄÏÌÖÅÎ ÏÂÏÒŒÁÔØÓÑ.

105. éÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉ- ÎÉÃ. úÁ ÏÄÉÎ ÛÁÇ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ: ÎÁÊÔÉ Œ ÎÅÊ ÇÒÕÐÐÕ 01 É ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ 100: : :00 (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉ- ÓÁÔØ ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ ÎÕÌÅÊ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÛÁÇÉ ÎÅÌØÚÑ ŒÙÐÏÌÎÑÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.

106. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÁÌÆÁ- ŒÉÔÁ (ÔÏÞÎÅÅ, ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÒÕÓÓËÉÈ ÂÕËŒ, ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÓÍÙÓÌÁ) Ó ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ (ÓÍ. Ó. 52). âÕÄÅÔ ÌÉ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÏ?

107. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ, ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. œŒÅÄčÍ Œ ÎčÍ ÐÏÒÑÄÏË ÔÁË: ÓÎÁÞÁ- ÌÁ ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÍ ÐÅÒŒÙÅ ÞÌÅÎÙ, ÐÒÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÐÅÒŒÙÈ ŒÔÏÒÙÅ É Ô. Ä. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ (ÌÉÎÅÊÎÏ) ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÏ.

108. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÅÇÏ ÔÁË: ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÂÏÌØÛÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q, ÅÓÌÉ P (x) ¿ Q(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ x. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁÄÁčÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË É ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅ- ÅÓÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÏ.

2.4. œÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

æÕÎÄÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ, Á ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏÒÑÄËÉ | ÐÏÌÎÙÍÉ. äÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÐÏÎÑÔÉÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÏ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÍÅÎØ- ÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏ- ÞÅÎÎÙÍ (Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÓÑËÏÅ ÄŒÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÒÁŒÎÉÍÙ).

ðÒÉÍÅÒÙ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ: N, N + + k (ÚÄÅÓØ k ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ), N + N, N × N.

îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ŒÐÏÌ- ÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. îÁÞÎčÍ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÏ- ÓÔÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ.

• œÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÍÅÎØ- ÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. (îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ.)

• äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ËÒÏÍÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ) ÅÓÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ- ŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁ ÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ y (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ y > x, ÎÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ y > z > > x). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÂÏÌØÛÉÈ x, ÎÅÐÕÓÔÏ, ÔÏ Œ ÎčÍ ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ y, ËÏÔÏÒÙÊ É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ. ôÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÌÏÇÉÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ x + 1, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁ ÎÉÍ | x + 2 É Ô. Ä.

• îÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÇÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ N + N ÅÓÔØ ÄŒÁ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ (ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ŒÔÏÒÏÊ ËÏÐÉÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ). ôÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ.

• œÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ z + n, ÇÄÅ z | ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ, Á n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ z + n ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÓÍÙÓÌÅ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ z ÎÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ, ŒÏÚØÍčÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ, ÅÓÌÉ É ÏÎ ÎÅÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ | ÔÏ ÅÇÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ É Ô. Ä., ÐÏËÁ ÎÅ ÄÏÊÄčÍ ÄÏ ÐÒÅ- ÄÅÌØÎÏÇÏ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÜÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÔÁË ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Õ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ).

• ìÀÂÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ. (ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÞÁ- ÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÓŒÅÒÈÕ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁ- ÎÉÃÕ, Ô. Å. ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x ⩽ a ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ X. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ŒÅÒÈÎÉÈ ÇÒÁÎÉÃ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÅÓÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ.)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÅÒÈÎÉÈ ÇÒÁÎÉÃ ÎÅÐÕ- ÓÔÏ É ÐÏÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. (úÁÍÅÔÉÍ Œ ÓËÏÂËÁÈ, ÞÔÏ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÄÌÑ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ, ÔÁË ËÁË ŒÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.)

ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ. åÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 0. óÌÅ- ÄÕÀÝÉÊ ÚÁ ÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 1, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁ 1 | ÞÅÒÅÚ 2 É Ô. Ä. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÒÏÃÅÓÓ ÜÔÏÔ ÏÂÏÒŒčÔÓÑ. åÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÉÓÞÅÒÐÁ- ÌÉ ÌÉ ÍÙ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. åÓÌÉ ÎÅÔ, ŒÏÚØÍčÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ !. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁ ÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÅÓÔØ) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ! + + 1, ÚÁÔÅÍ ! + 2 É Ô. Ä. åÓÌÉ É ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ ÉÓÞÅÒÐÁÅÔÓÑ, ÔÏ ŒÏÚØÍčÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÏÓÔÁŒ- ÛÉÈÓÑ, ÎÁÚÏŒčÍ ÅÇÏ ! · 2, É ÐÏŒÔÏÒÉÍ ŒÓÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ. úÁ- ÔÅÍ ÂÕÄÕÔ ! · 3, ! · 4 É Ô. Ä. åÓÌÉ É ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ ËÏÎÞÉÔÓÑ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÚ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÁ- ÚÏŒčÍ !^2. úÁÔÅÍ ÐÏÊÄÕÔ !^2 + 1, !^2 + 2, : : : , !^2 + !, : : : , !^2 + ! · 2, : : : , !^2 · 2, : : : , !^2 · 3, : : : , !^3, : : : (ÍÙ ÎÅ ÐÏÑÓÎÑÅÍ ÓÅÊÞÁÓ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ).

þÔÏ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅ- ÎÉÅ? ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ŒÙÄÅÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÅÚÎÏ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏ- ÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ ÄŒÅ (ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ) ÞÁÓÔÉ B É C, ÐÒÉÞčÍ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ B ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ C, ÔÏ B ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ A. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚ-

ËÏÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ B ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ A\B. åÝč ÏÄÎÁ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ: B ⊂ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ a; b ∈ A, b ∈ B É a ⩽ b ÓÌÅÄÕÅÔ a ∈ B. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÕÓÔÙÍ ÉÌÉ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ ÓÏ ŒÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÎÁÞÁÌØ- ÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ:

• îÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ (ËÁË, ŒÐÒÏÞÅÍ, É ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ) ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

• îÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÅÓÔØ ÎÁ- ÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

• ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚ- ËÏŒ (Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ) ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

• åÓÌÉ x | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏ- ÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ [0; x) (ŒÓÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÍÅÎØÛÉÅ x) É [0; x] (ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÍÅÎØÛÉÅ ÉÌÉ ÒÁŒÎÙÅ x) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁ- ÞÁÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ.

• œÓÑËÉÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË I ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ- ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÊ ÓÏ ŒÓÅÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ [0; x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x ∈ A. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ I ≠ A, ŒÏÚØÍčÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A\I. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÍÅÎØÛÉÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ I, ÓÁÍ x ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ I É ŒÓÅ Â«ÏÌØÛÉÅ x ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ I, ÉÎÁÞÅ ÐÏÌÕ- ÞÉÌÏÓØ ÂÙ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ.)

• ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ- ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÒÁŒÎÉÍÙ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ, Ô. Å. ÏÄÉÎ ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÒÕÇÏÇÏ. (óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÇÏ.)

• îÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ A, ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ŒÓč A) É ÏÓÔÁÌØ- ÎÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ A. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀ- ÝÉÅ Ó A, ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ [0; x), É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ [0; x) ↔ x ÂÕÄÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.)

œÏÚŒÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÎÁÛÅÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÀ Ó ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÙÍ ŒÙÄÅÌÅÎÉÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑ- ÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. åÇÏ ÐÅÒŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÔÁËÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏ- ÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÎÁÞÁÌØ- ÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ !. (çÏŒÏÒÑ Ï ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÐÏÒÑÄËÏÍ, ÏÂÙÞÎÏ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÀÔ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ !, Á ÎÅ N.)

îÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÎÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÏËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ. åÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÔÁ- ËÏÇÏ ÆÁËÔÁ: ÌÉÂÏ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ !^2, ÌÉÂÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅ- ÚÏË, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ !^2. (úÄÅÓØ !^2 | ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: ÓÒÁŒÎÉŒÁÀÔÓÑ ÓÎÁÞÁ- ÌÁ ŒÔÏÒÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÁÒ, Á ÐÒÉ ÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ | ÐÅÒ- ŒÙÅ.)

œÏÏÂÝÅ ŒÅÒÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÄÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁ- ÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÄÒÕÇÏÇÏ, É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ Œ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÉ ÐÒÏŒÅÄčÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅ- ÎÉÑ. îÏ ÞÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÁËËÕÒÁÔÎÏ, ÎÕÖÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÁ.

2.5. ôÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÁÑ ÒÅËÕÒÓÉÑ

ôÅÒÍÉÎÙ ĂÉÎÄÕËÃÉÑĄ É ĂÒÅËÕÒÓÉÑĄ ÞÁÓÔÏ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑ- ÀÔÓÑ ŒÐÅÒÅÍÅÖËÕ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÁÌÁ n! = 1 · 2 · 3 · : : : · n ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ f(n), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(n) = n · f(n − 1) ÐÒÉ n > 0 É f(0) = 1, ÎÁÚÙŒÁÀÔ É ĂÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÍĄ, É ĂÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÍĄ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÁÒÁÔØÓÑ

ÒÁÚÇÒÁÎÉÞÉŒÁÔØ ÜÔÉ ÓÌÏŒÁ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÒÅÞØ ÉÄčÔ Ï ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÞÅÇÏ-ÔÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÌÑ n = 0, ÚÁÔÅÍ ÄÌÑ n = = 1; 2; : : :, ÐÒÉÞčÍ ËÁÖÄÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ, ÔÏ ÜÔÏ ÉÎÄÕËÃÉÑ. åÓÌÉ ÖÅ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÞÔÏ-ÔÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÌÑ n = 0, ÐÏÔÏÍ ÄÌÑ n = 1; 2; : : :, ÐÒÉÞčÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÏŒÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÒÁÎÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ, ÔÏ ÜÔÏ ÒÅËÕÒÓÉÑ.

îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÅ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ É ÄÁŒÁÔØ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅ ÔÏÌØ- ËÏ ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÏ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏ- ÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÙ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ, ÇÏ- ŒÏÒÑ Ï ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2.3), É ÓÅÊÞÁÓ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 17. ðÕÓÔØ A | ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ, Á f : A → A | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÔÏ ÅÓÔØ f(x) < f(y) ÐÒÉ x < y). ôÏÇÄÁ f(x) ⩾ x ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ ∈ A.

⊲ óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÉÎÄÕËÃÉÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 15, Ó. 62) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(x) ⩾ x, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ f(y) ⩾ y ÐÒÉ ŒÓÅÈ y < x. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË É f(x) < < x. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ f(f(x)) < f(x). îÏ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÌÅÍÅÎÔ y = f(x) ÍÅÎØÛÅ x, É ÐÏÔÏÍÕ ÐÏ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ f(y) ⩾ y, ÔÏ ÅÓÔØ f(f(x)) ⩾ f(x).

åÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ÍÏÖÎÏ Œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É ÉÚÌÏÖÉÔØ ÜÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÁË. ðÕÓÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅŒÅÒÎÏ. œÏÚØÍčÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(x) < x. îÏ ÔÏÇÄÁ f(f(x)) < f(x) ÐÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÐÏÔÏÍÕ x ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ŒÏÐÒÅËÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ.

îÁËÏÎÅÃ, ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓËÁÚÁÔØ É ÔÁË: ÅÓÌÉ x > f(x),ÔÏ ÐÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ

x > f(x) > f(f(x)) > f(f(f(x))) > : : : ;

ÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Œ ÆÕÎ- ÄÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. ⊳

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄčÍ Ë ÒÅËÕÒÓÉÉ. œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÆÁËÔÏÒÉ- ÁÌÁ f(n) ŒÙÒÁÖÁÌÏÓØ ÞÅÒÅÚ f(n − 1). œ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(n) ÍÏÖÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÏ É ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÍÅÎØ- ÛÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f : N → N, ÓËÁÚÁŒ, ÞÔÏ f(n) ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÂÏÌØÛÅ ÓÕÍÍÙ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ f(n) = f(0) + f(1) + : : : + + f(n − 1) + 1; ÜÔÏ ŒÐÏÌÎÅ ÚÁËÏÎÎÏÅ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅ (ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÐÏÑÓÎÉÔØ, ÞÔÏ ÐÕÓÔÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÊ ÎÕÌÀ, ÔÁË ÞÔÏ f(0) = 1).

109. ëÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f ÚÁÄÁčÔ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ?

ëÁË ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÕ ÓÈÅÍÕ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÍÅÓÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ? ðÕÓÔØ A ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÁÔØ ÒÅËÕÒÓÉŒ- ÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : A → B (ÇÄÅ B | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ). ôÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÓŒÑ- ÚÙŒÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x) ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ x ∈ A ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ f(y) ÐÒÉ ŒÓÅÈ y < x. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÒÅËÕÒ- ÓÉŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁÄÁčÔ f(x), ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË [0; x). œÏÔ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 18. ðÕÓÔØ A | ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ B | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÉÍÅ- ÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ F , ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ∈ A É ÆÕÎËÃÉÉ g : [0; x) → B ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ f : A → B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(x) = F (x; f|_{[0;x)})

ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ A. (úÄÅÓØ f|_{[0;x)} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË [0; x) | ÍÙ ÏÔÂÒÁÓÙ- ŒÁÅÍ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ, ÂÏÌØÛÉÈ ÉÌÉ ÒÁŒÎÙÈ x.)

⊲ îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÔÁË: ÚÎÁÞÅÎÉÅ f ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÁË ËÁË ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅÔ (ÓÕÖÅÎÉÅ f|_{[0;0)} ÐÕÓÔÏ). ôÏÇÄÁ É ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ (ÔÏÞÎÅÅ, ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ) ÆÕÎËÃÉÑ f ÕÖÅ ÚÁÄÁÎÁ, É Ô. Ä.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ÎÁÄÏ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ. œÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ. äÏËÁÖÅÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ Ï ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ a ∈ A:

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÏÔÒÅÚËÁ [0; a] Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅ (ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÅ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ [0; a].

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; a] → B, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ A ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [0; a] Œ B.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ c < a ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ f_c : [0; c] → B. (ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ f_c ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ d ⩽ c ÚÎÁÞÅÎÉÅ f_Ó(d) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÎÙÍ ÐÏ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ.)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f_{c1} É f_{c2} ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ c_1 É c_2. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, c_1 < c_2. ïÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ f_{c2} ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ÂÏÌØÛÅÍ ÏÔÒÅÚËÅ [0; c_2]. åÓÌÉ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÉÔØ f_{c2} ÎÁ ÍÅÎØÛÉÊ ÏÔÒÅÚÏË [0; c_1], ÔÏ ÏÎÏ ÓÏŒÐÁÄčÔ Ó f_{c1} , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÅÎØÛÉÊ ÏÔÒÅÚÏË ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ), Á ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; c_1].

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f_c ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ. ïÂSSÅÄÉÎÉŒ ÉÈ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÅÄÉÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÅ ÎÁ [0; a). ðÒÉÍÅÎÉŒ Ë a É h ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ b ∈ B. äÏÏÐÒÅÄÅÌÉÍ h Œ ÔÏÞËÅ a, ÐÏÌÏ- ÖÉŒ h(a) = b. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h : [0; a] → B; ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ.

þÔÏÂÙ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ, ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; a] ËÏÒÒÅËÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ [0; c] ÐÒÉ c < a ÄÏÌÖÎÙ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó f_c, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ Œ ÔÏÞËÅ a | ÞÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÒÅ- ËÕÒÓÉŒÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ (ŒÙÒÁÖÁÀÝÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞ-

ËÅ a ÞÅÒÅÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ). îÁ ÜÔÏÍ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÌÉÛØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ a ËÏÒÒÅËÔ- ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏŒ [0; a] ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕ- ÇÏÍ (ÓÕÖÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÅÎØÛÉÊ ÏÔ- ÒÅÚÏË ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ) É ÐÏÔÏÍÕ ŒÍÅÓÔÅ ÚÁÄÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f : A → B, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ; ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÔÏÖÅ ÐÏ- ÎÑÔÎÁ, ÔÁË ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÔ- ÒÅÚÏË [0; a] ËÏÒÒÅËÔÎÏ É ÐÏÔÏÍÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ. ⊳

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÄÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Åč ÎÅÍÎÏÇÏ ÕÓÏŒÅÒ- ÛÅÎÓÔŒÏŒÁÔØ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ËÏÇÄÁ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÎÅ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ x_n = tg x_{n−1} É ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉ- ÅÍ x_0 = a. ðÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ a ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØ- ÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÒÙŒÁÅÔÓÑ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÔÁÎÇÅÎÓ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÄÌÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÁÒ- ÇÕÍÅÎÔÁ.

110. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ĂÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØ- ÎÙÈĄ a (ËÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÁ) ÓÞčÔÎÏ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ŒÏÚÍÏÖÎÁ É ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. ôÅÏÒÅÍÁ 19. ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F , Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÛÌÁ ÒÅÞØ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 18, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x É ÆÕÎËÃÉÊ g : [0; x) → B ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ f, ËÏÔÏÒÁÑ

• ÌÉÂÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ŒÓčÍ A É ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÒÅËÕÒ- ÓÉŒÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ;

• ÌÉÂÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚ- ËÅ [0; a) É ÎÁ ÎčÍ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÍ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÐÒÉÞčÍ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ a É ÆÕÎËÃÉÉ f ÒÅËÕÒ- ÓÉŒÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÎÅÐÒÉÍÅÎÉÍÏ (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ).

⊲ üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ, ÎÏ ÏÄÎÏŒÒÅ- ÍÅÎÎÏ É ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 18. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ÄÏÂÁŒÉÍ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ B ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ⊥ (ĂÎÅ- ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔØĄ) É ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÕÅÍ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ: ÎÏŒÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÄÁčÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ⊥, ËÏÇÄÁ ÓÔÁÒÏÅ ÂÙÌÏ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. (åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÏÓØ ⊥, ÎÏŒÏÅ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÔÏÖÅ ÄÁčÔ ⊥.)

ðÒÉÍÅÎÉŒ ÔÅÏÒÅÍÕ 18 Ë ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f^′. åÓÌÉ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ⊥, ÔÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÐÅÒŒÁÑ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÕËÁÚÁÎÎÙÈ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ (ÐÒÉ f = f^′). åÓÌÉ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÑ f^′ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ⊥ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÅ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÔÏ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ⊥ É ŒÏ ŒÓÅÈ ÂÏÌØÛÉÈ ÔÏÞËÁÈ. úÁÍÅÎÉŒ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ⊥ ÎÁ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔØ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÉ f^′ ÆÕÎËÃÉÀ f. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË- ÃÉÉ f ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË [0; a) É ÒÅÁÌÉ- ÚÕÅÔÓÑ ŒÔÏÒÁÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ, ÕËÁÚÁÎÎÁÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ⊳

111. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÂ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÍ ÐÒÁ- ŒÉÌÏÍ.

ôÅÐÅÒØ Õ ÎÁÓ ŒÓč ÇÏÔÏŒÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÒÁŒÎÅÎÉÉ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 20. ðÕÓÔØ A É B | ÄŒÁ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ôÏÇÄÁ ÌÉÂÏ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÁÞÁÌØ- ÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B, ÌÉÂÏ B ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏ- ÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A.

⊲ ïÔÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÍÏ- ÖÅÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ ÓÏ ŒÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B ÔÁËÖÅ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏ- ÒÅÍÏÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÚ A Œ B ÔÁËÉÍ ÒÅËÕÒÓÉŒ- ÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A

f(a) ÅÓÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ f(a^′) ÐÒÉ a^′ < a.

üÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ f(a^′) ÐÒÉ a^′ < a ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ŒÓč B. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏ-

ÒÅÍÕ 19, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÕÀ Ó ÜÔÉÍ ÐÒÁŒÉÌÏÍ. ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ:

• æÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ŒÓčÍ A. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅ- ËÕÒÓÉŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ f(a) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÅÝč ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ; ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ a, ÔÅÍ ÍÅÎØÛÅ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÎÅÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É ÐÏÔÏÍÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÏÖÅÔ ÔÏÌØËÏ ŒÏÚ- ÒÁÓÔÉ (ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÏÄÉÎÁ- ËÏŒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ). ïÓÔÁčÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÔÏ ÅÓÔØ f(A), ÂÕÄÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ÐÕÓÔØ b < f(a) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ A; ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ b ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ f. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÀ f(a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÎÅÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, b ÕÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ f(a^′) ÐÒÉ a^′ < a.

• æÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÌÉÛØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÞÁÌØ- ÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [0; a). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ B, É ÆÕÎËÃÉÑ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏ- ÍÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÚ f(a) ÎÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÏ, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, f ÓÏ- ÈÒÁÎÑÅÔ ÐÏÒÑÄÏË Œ ÓÉÌÕ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÅÒÎÏ. ⊳

íÏÖÅÔ ÌÉ ÂÙÔØ ÔÁË, ÞÔÏ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔ- ÒÅÚËÕ B, Á B ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ A? îÅÔ | ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É B. üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

ôÅÏÒÅÍÁ 21. îÉËÁËÏÅ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓŒÏÅÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ (ÎÅ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÀÝÅÍÕ ÓÏ ŒÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ).

⊲ ðÕÓÔØ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÏ ÓŒÏÅÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÍÕ ÓÏ

ŒÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ÎÁ Ó. 68, ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ [0; a) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A. ðÕÓÔØ f : A → [0; a) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ f ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 17 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(a) ⩾ a, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÅÓÔØ [0; a). ⊳

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔ- ÒÅÚËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÜÔÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÄÁčÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ A É ÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ (ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË). üÔÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÏÂÑÚÁÎ ÓÏ- ŒÐÁÄÁÔØ ÓÏ ŒÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ A, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÅÓÌÉ A É B ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

óËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ- ÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. åÓÌÉ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÍÕ ÓÏ ŒÓÅÍ B, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÔÉÐ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÍÅÎØÛÅ ÐÏÒÑÄËÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É B ÉÚÏÍÏÒÆ- ÎÙ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ Õ ÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÅ ÔÉÐÙ. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ B ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ A, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÔÉÐ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÂÏÌØÛÅ ÐÏÒÑÄËÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B. ëÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ŒÅÒÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 22. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ A É B ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÒčÈ ÓÌÕÞÁÅŒ.

åÓÌÉ ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÚÁÂÙÔØ Ï ÐÒÏÂÌÅÍÁÈ ÏÓÎÏŒÁÎÉÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÔÉÐ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏ- ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÁË ËÌÁÓÓ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÅÍÕ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÈ ÔÉÐÁÈ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ- ÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÎÁ ÏÒÄÉÎÁÌÁÈ , ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ). üÔÏÔ ÐÏÒÑ- ÄÏË ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÎÙÍ. íÙ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÚÂÅÇÁÔØ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ËÌÁÓÓÏŒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 23. œÓÑËÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑ- ÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÍÅÅÔ ĂÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔĄ | ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

⊲ œÏÚØÍčÍ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ. åÓÌÉ ÏÎÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ, ÔÏ ŒÓč ÄÏËÁÚÁÎÏ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÅÎØÛÅ ÅÇÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÙ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ ŒÉÄÁ [0; x). óÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x ŒÙÂÅÒÅÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ. ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÅ ÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ. ⊳ óÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÌÀ- ÂÙÅ ÄŒÁ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÒÁŒÎÉÍÙ ÐÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ (ÏÄÎÏ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÄÒÕÇÏÇÏ). óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ ãÅÒÍÅÌÏ), É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÒÁŒÎÉÍÙ ÐÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ.

2.6. ôÅÏÒÅÍÁ ãÅÒÍÅÌÏ

ôÅÏÒÅÍÁ 24 (ãÅÒÍÅÌÏ). œÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ.

⊲ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÅÔ ÁËÓÉÏÍÕ ŒÙÂÏÒÁ É ŒÙÚÙŒÁÌÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÎÁÒÅËÁÎÉÑ ÓŒÏ- ÅÊ ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏÓÔØÀ. îÁ ÓÞčÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÐÏÌ- ÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÕËÁÚÁÔØ ÌÅÇËÏ (ÐÅÒÅÎÅÓÑ Ó N). îÏ ÕÖÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÉËÁËÏÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÕËÁÚÁÔØ ÎÅ ÕÄÁčÔÓÑ, É ÄÏËÁÚÁŒ (Ó ÐÏÍÏ- ÝØÀ ÁËÓÉÏÍÙ ŒÙÂÏÒÁ) ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ, ÍÙ ÔÁË É ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÓÅÂÅ ÜÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ.

ïÂSSÑÓÎÉÍ, Œ ËÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁ ŒÙ- ÂÏÒÁ. ðÕÓÔØ A | ÄÁÎÎÏÅ ÎÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. íÙ ÐÒÉÎÉÍÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ ’, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÎÁ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ËÒÏÍÅ ÓÁÍÏÇ«Ï A, ËÏÔÏÒÁÑ ÕËÁÚÙ- ŒÁÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÎÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ:

X ⊊ A ⇒ ’(X) ∈ A \ X:

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ A, É Œ ÜÔÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÕÖÅ ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ. œÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ.

îÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÍÙ ÏÂSSÑŒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ a_0 = ’(∅). úÁ ÎÉÍ ÉÄčÔ ÜÌÅÍÅÎÔ a_1 = ’({a_0}); ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÏÎ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ a_0. äÁÌÅÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ a_2 = ’({a_0; a_1}). åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ

ÔÁËÏÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {a_0; a_1; : : :} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÅÝč ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ a_! = ’({a_0; a_1; a_2 : : : }) É ÔÁË ÂÕÄÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ, ÐÏËÁ ŒÓč A ÎÅ ËÏÎÞÉÔÓÑ; ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ËÏÎÞÉÔÓÑ, ÐÏÒÑÄÏË ŒÙÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÎÁ A.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÆÒÁÚÁ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÕÔÏÞÎÅÎÉÉ | ÞÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ĂÔÁË ÂÕÄÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØĄ? œÏÚÎÉËÁÅÔ ÖÅÌÁ- ÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ (Õ ÎÁÓ ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ: ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏ, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ŒÓÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ). é ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÄÒÕÇÏÅ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑ- ÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B, É ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÌÉÂÏ ÍÅÖÄÕ A É ÞÁÓÔØÀ B, ÌÉÂÏ ÍÅÖÄÕ B É ÞÁÓÔØÀ A. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓč ÈÏÒÏÛÏ, ÎÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÉÍÅÔØ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÐÏ ËÒÁÊ- ÎÅÊ ÍÅÒÅ ÔÏÊ ÖÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ É A, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅËÉÊ ÐÏÒÏÞÎÙÊ ËÒÕÇ.

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÊÔÉ. íÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÔÁË: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ËÕÓÏÞËÉ ÂÕÄÕÝÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÅÉÔØ.

ðÕÓÔØ (S; ⩽_S ) | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ A É ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁ ÎčÍ ÐÏÒÑÄÏË. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ (S; ⩽_S ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ, ÐÒÉÞčÍ

s = ’([0; s))

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s ∈ S. úÄÅÓØ [0; s) | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ S, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÍÅÎØÛÉÈ s Ó ÔÏÞ- ËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁ S ÐÏÒÑÄËÁ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {’(∅)} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏÍ (ÐÏÒÑÄÏË ÚÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÕËÁÚÙŒÁÔØ, ÔÁË ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ŒÓÅÇÏ ÏÄÉÎ). íÎÏÖÅÓÔŒÏ {’(∅); ’({’(∅)})} (ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÉÍ ŒÔÏÒÏÇÏ) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏÍ. üÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ É ÄÁÌØÛÅ, ÎÏ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÏÂÒÁÚÏÍ ĂÐÅÒÅÓËÏÞÉÔØĄ ÞÅÒÅÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ (É

ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÅ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ) ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ.

ðÌÁÎ ÔÁËÏÊ: ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ Œ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ, ÐÏÓÌÅ ÞÅ- ÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÆÒÁÇÍÅÎ- ÔÏŒ. ïÎÏ ÂÕÄÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ É ÂÕÄÅÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ ÓÏ ŒÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ A (Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ, ÎÅ ŒÏÛÅÄ- ÛÉÊ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ).

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ (S; ⩽_S ) É (T; ⩽_T ) | ÄŒÁ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ. ôÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔ- ÒÅÚËÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÐÒÉÞčÍ ÐÏÒÑÄËÉ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ (ÄŒÁ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ŒÓč ÒÁŒÎÏ ËÁË ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ | Œ ÓÍÙÓÌÅ ⩽_S ÉÌÉ Œ ÓÍÙÓÌÅ ⩽_T ).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 20 ÏÄÉÎ ÉÚ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏŒ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÅÎ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÄÒÕÇÏÇÏ. ðÕÓÔØ S ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ T É h : S → T | ÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ìÅÍÍÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ h ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ h(x) = x ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ S. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ x ∈ S (ÜÔÏ ÚÁËÏÎÎÏ, ÔÁË ËÁË S ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ). éÎÄÕËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ h(y) = y ÄÌÑ ŒÓÅÈ y < x. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ h(x) = x. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ [0; x)_S É [0; h(x))_T (Ó ÔÏÞ- ËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÏŒ ⩽_S É ⩽_T ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ). ïÎÉ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ h, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. îÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ x = ’([0; x)) É h(x) = = ’([0; h(x))), ÔÁË ÞÔÏ x = h(x). ìÅÍÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÆÒÁÇÍÅÎ- ÔÏŒ (ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒ). îÁ ÜÔÏÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË: ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÆÒÁÇÍÅÎÔ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÎÉ ÏÂÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ (ËÁ- ÖÄÙÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓŒÏÅÍÕ, ŒÏÚØÍčÍ ÂÏÌØÛÉÊ ÉÚ ÆÒÁÇ- ÍÅÎÔÏŒ), ÔÁË ÞÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁŒÎÉÔØ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÐÏÒÑ- ÄÏË ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÂÕÄÅÔ ŒÙÂÒÁÎ ÄÌÑ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 2. üÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ ÆÒÁÇ- ÍÅÎÔÏÍ.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ 2, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË. ïÎ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÎÙÍ. äÌÑ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÂSSÑÓÎÉÍ ÜÔÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ðÕÓÔØ x_0 ⩾ x_1 ⩾ : : : ; ŒÏÚØÍčÍ ËÏÒ- ÒÅËÔÎÙÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ F , ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ x_0. éÚ ÌÅÍ- ÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ x_i ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÜÔÏÍÕ ÆÒÁÇ- ÍÅÎÔÕ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÒÁÇÍÅÎÔ F ÂÕÄÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚ- ËÏÍ Œ ÌÀÂÏÍ ÂÏÌØÛÅÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÅ), Á F ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉ- ÒÕÅÔÓÑ. ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 2 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ ÆÒÁÇ- ÍÅÎÔ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÆÒÁÇÍÅÎÔ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ S) ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ŒÓč ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A. åÓÌÉ S ≠ A, ŒÏÚØÍčÍ ÜÌÅÍÅÎÔ a = ’(S), ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ S, É ÄÏ- ÂÁŒÉÍ ÅÇÏ Ë S, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÏÌØÛÅ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ S. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S^′ (ÓÕÍÍÁ S É ÏÄ- ÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ) ÂÕÄÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏ- ÒÑÄÏÞÅÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÕÓÌÏŒÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÏ (ÄÌÑ a | ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ | ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Œ S). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÂÏÌØÛÉÊ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ S. üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÚÁ- ŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ãÅÒÍÅÌÏ. ⊳ ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ãÅÒÍÅÌÏ É ÔÅÏÒÅ- ÍÙ 20 Ï ÓÒÁŒÎÅÎÉÉ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅ- ÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 25. éÚ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÄÎÏ ÒÁŒÎÏÍÏÝ- ÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÄÒÕÇÏÇÏ.

ðÏÎÑÔÉÅ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒŒčÌ ëÁÎÔÏÒ Œ ÒÁÂÏÔÅ 1883 ÇÏÄÁ; Œ ÅÇÏ ÉÔÏÇÏŒÏÊ ÒÁÂÏÔÅ 1895 { 1897 ÇÏÄÏŒ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏ- ÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÒÁŒÎÉÍÙ (ÏÄÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏ- ÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÄÒÕÇÏÇÏ).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏÌÎÏÇÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÑ ÌÀÂÏ- ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É Ï ÓÒÁŒÎÅÎÉÉ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ (ÔÅÏÒÅÍÙ 24 É 25) ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Œ ÒÁÂÏÔÁÈ ëÁÎÔÏÒÁ, ÎÏ ÎÉËÁËÏÇÏ ŒÎÑÔÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÎ ÎÅ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ, É ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ ÌÉÛØ Œ 1904 ÇÏÄÕ ÎÅÍÅÃËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ ü. ãÅÒÍÅÌÏ.

2.7. ôÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ É ÂÁÚÉÓ çÁÍÅÌÑ

œÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ ãÅÒÍÅ- ÌÏ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ Œ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ (ÅÓÌÉ ŒÙÒÁÖÁÔØÓÑ ÔÏÒÖÅÓÔŒÅÎ- ÎÏ). ðÏÑÓÎÉÍ ÜÔÏ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

œÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏÐÏÌÎÅÎÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ. ëÁË ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ? ðÕÓÔØ S | ÄÁÎÎÏÅ ÎÁÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ŒÅËÔÏÒ x_0 ÞÅÒÅÚ ÎÅÇÏ ÎÅ ŒÙÒÁ- ÖÁÅÔÓÑ. äÏÂÁŒÉÍ ÅÇÏ Ë S, ÐÏÌÕÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ∪ {x_0}. åÓÌÉ É ÏÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ŒÅËÔÏÒ x_1 ÞÅÒÅÚ ÎÅÇÏ ÎÅ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ, É Ô. Ä. ìÉÂÏ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÇÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÂÁÚÉÓ, ÌÉÂÏ ÐÒÏÃÅÓÓ ÎÅ ÏÂÏÒŒčÔÓÑ É ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ.

ôÅÐÅÒØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ (ÔÏÞÎÅÅ, ÒÅËÕÒÓÉÉ) ÍÙ ÉÚÂÁŒÉÍÓÑ ÏÔ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ) ŒÅË- ÔÏÒÏŒ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÁÑ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. (úÁÍÅÔÉÍ Œ ÓËÏÂËÁÈ, ÞÔÏ ÇÏŒÏ- ÒÉÔØ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÈ Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÅÓÌÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ, ÞÅÇÏ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ.) ìÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ çÁÍÅÌÑ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÂÁÚÉÓÏÍ) ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ŒÅË- ÔÏÒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

ëÁË É Œ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅ- ÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉ- ÓÉÍÙÍ ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÎÏŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ) ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÂÁÚÉÓÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 26. œÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ çÁÍÅÌÑ.

⊲ ðÕÓÔØ S | ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑ- ÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ (ÂÏÌØÛÅÊ, ÞÅÍ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f ÉÚ I Œ V Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÒÅËÕÒ- ÓÉÉ:

f(i) = ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÎÅ ŒÙÒÁÖÁÀÝÉÊÓÑ ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÙ S É ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(j) ÐÒÉ j < i.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ f(i) ÎÅ- ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ ÎÅŒÙÒÁÚÉÍÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÅ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ. (ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÎÏŒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÁËÓÉÏÍÕ ŒÙÂÏÒÁ. âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÐÏ ÁËÓÉÏÍÅ ŒÙÂÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V , ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ŒÓč V ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ, ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÅŒÙÒÁÚÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. úÁÔÅÍ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Œ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ. œÐÒÏÞÅÍ, ÁËÓÉÏ- ÍÁ ŒÙÂÏÒÁ É ÔÁË ÕÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÁ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ãÅÒÍÅÌÏ.)

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎSS- ÅËÃÉÅÊ; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ f ŒÍÅÓÔÅ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ S ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉ- ÎÁÃÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f É ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ S ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÙ Œ ÜÔÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ (ÏÔÂÒÏÓÉŒ ÎÕÌÅŒÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ). œÈÏÄÑÝÉÅ Œ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ f(i) ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ i. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÔÏÔ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ i; ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅ- ÎÉÀ ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍ ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ÉÍÅ- ÅÔ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ V , ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁÄÁčÔ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÅ ÎÁ ŒÓčÍ I, Á ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁ- ÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [0; i), Á Œ ÔÏÞËÅ i ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ 19). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ŒÅËÔÏ- ÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ S É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; i). ëÒÏÍÅ

ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ŒÓÅ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÙÊ ÂÁÚÉÓ ÎÁÊÄÅÎ. ⊳

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÏÌØ- ÛÅÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÕÐÏÒÑÄÏÞÉŒ ÓÁÍÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÎÁÄÏ ÌÉÂÏ ÄÏÂÁŒÌÑÔØ ÏÞÅ- ÒÅÄÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ë ÂÕÄÕÝÅÍÕ ÂÁÚÉÓÕ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ŒÙÒÁÖÁ- ÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ), ÌÉÂÏ ÏÓÔÁŒÌÑÔØ ÂÁÚÉÓ ÂÅÚ ÉÚÍÅ- ÎÅÎÉÊ.

112. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

âÁÚÉÓ çÁÍÅÌÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅ- ÎÉÑ ÒÁÚÎÙÈ ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ. œÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ:

ôÅÏÒÅÍÁ 27. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ) ÆÕÎË- ÃÉÑ f : R → R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(x + y) = f(x) + f(y) ÐÒÉ ŒÓÅÈ x É y, ÎÏ ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

⊲ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ R ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏ- ÌÅÍ Q. œ ÎčÍ ÅÓÔØ ÂÁÚÉÓ çÁÍÅÌÑ. ðÕÓÔØ ¸ | ÏÄÉÎ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÂÁÚÉÓÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f, ËÏÔÏÒÁÑ Ó ËÁ- ÖÄÙÍ ÞÉÓÌÏÍ x (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÍ ËÁË ŒÅËÔÏÒ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ RÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Q) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÅÇÏ ¸-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ¸ Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ x ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ ÂÁÚÉÓÁ). üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÌÉÎÅÊÎÁ ÎÁÄ Q, ÐÏÜÔÏÍÕ f(x+y) = f(x)+f(y) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ R. ïÎÁ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕ- ÌÑ (f(¸) = 1) É ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉÛØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ⊳ 113. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÕËÁÚÁÎ- ÎÙÍÉ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 27 ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Åč ÇÒÁÆÉË ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÅÎ Œ R^2.

ôÅÏÒÅÍÁ 28. áÄÄÉÔÉŒÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ RÉ R⊕RÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

⊲ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ R ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ Q É ŒÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÎ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÅÎ. âÁÚÉÓ Œ R ⊕ R ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎ ÉÚ ÄŒÕÈ ÞÁÓÔÅÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ R. ëÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2.9), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B ÕÄŒÏÅÎÎÁÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ B (ÍÏÝÎÏÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÎÅ- ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙÈ B) ÒÁŒÎÁ ÍÏÝ-

ÎÏÓÔÉ B. îÁËÏÎÅÃ, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÐÏÌÅÍ Ó ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙÍÉ ÂÁÚÉÓÁÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ËÁË ÇÒÕÐÐÙ. ⊳

114. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ RÎÁÄ ÐÏ- ÌÅÍ Q ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ. (ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÉ- ÇÏÄÑÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÚÄÅÌÁ 2.9.)

íÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÂÁÚÉÓÁ Œ ÌÀÂÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÕ ÌÉÎÉÀ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ. (ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÁË ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÂÁ- ÚÉÓÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.) íÙ ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÐÏÚÖÅ, ÎÁ Ó. 95 (ÔÅÏÒÅÍÁ 36).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÂÁÚÉÓÁ çÁÍÅÌÑ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ É ĂŒ ÍÉÒÎÙÈ ÃÅÌÑÈĄ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÉÑ ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ. éÚŒÅÓÔÎÁÑ ĂÔÒÅÔØÑ ÐÒÏÂÌÅ- ÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁĄ ÓÏÓÔÏÑÌÁ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏ- ÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÒÁŒÎÏÇÏ ÏÂSSčÍÁ ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÏÓÏÓÔÁ- ŒÌÅÎÙ. (üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ÍÅÎØÛÉÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ É ÓÌÏÖÉÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÄÒÕÇÏÊ ÍÎÏÇÏ- ÇÒÁÎÎÉË.) äÌÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÉÎÁÑ: ÅÓÌÉ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁŒÎÏŒÅÌÉËÉ (ÉÍÅÀÔ ÒÁŒ- ÎÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ), ÔÏ ÏÎÉ ÒÁŒÎÏÓÏÓÔÁŒÌÅÎÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 29. ëÕÂ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÉÚ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒ (ÎÅ- ÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÏÂSSčÍÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ).

⊲ œŒÅÄčÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÓÅŒÄÏÏÂSSčÍÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. ëÁË É ÏÂSSčÍ, ÐÓÅŒÄÏÏÂSSčÍ ÂÕÄÅÔ ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ (ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ- ÎÉË ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÓÕÍÍÁ ÉÈ ÐÓÅŒÄÏÏÂSSčÍÏŒ ÒÁŒÎÁ ÐÓÅŒÄÏÏÂSSčÍÕ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ); ÐÓÅŒÄÏÏÂSSčÍÙ ÒÁŒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ ÂÕÄÕÔ ÒÁŒÎÙ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÓÅŒÄÏÏÂSSčÍÙ ÒÁŒÎÏÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ ÂÕÄÕÔ ÒÁŒÎÙ. íÙ ÐÏÄÂÅÒčÍ ÐÓÅŒÄÏÏÂSSčÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Õ ËÕÂÁ ÏÎ ÒÁŒÎÑÌÓÑ ÎÕÌÀ, Á Õ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÎÅÔ | É ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÚÁŒÅÒÛÅÎÏ.

ðÓÅŒÄÏÏÂSSčÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÓÕÍ-

ÍÕ ∑ l_i’(¸_i), ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒčÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒčÂÒÁÍ ÍÎÏÇÏ- ÇÒÁÎÎÉËÁ, l_i | ÄÌÉÎÁ i-ÇÏ ÒÅÂÒÁ, ¸_i | ÄŒÕÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÂÒÅ, Á ’ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÁËÏÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÙÅ ÍÎÏÇÏ- ÇÒÁÎÎÉËÉ ÉÍÅÀÔ ÒÁŒÎÙÅ ÐÓÅŒÄÏÏÂSSčÍÙ. þÔÏ ÎÕÖÎÏ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ ’, ÞÔÏÂÙ ÐÓÅŒÄÏÏÂSSčÍ ÂÙÌ ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ? ðÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÒÁÚÒÅÚÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ, É ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÅÅÓÑ ÒÅÂÒÏ ÄÌÉÎÙ l. ôÏÇÄÁ ÄŒÕÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ¸ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÂÒÅ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ ˛ É ‚. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ÐÓÅŒÄÏÏÂSSčÍÁ ŒÍÅÓÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ l’(¸) ÐÏÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÌÁÇÁ- ÅÍÙÅ l’(˛) + l’(‚), É ’(¸) ÄÏÌÖÎÏ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ’(˛) + ’(‚). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÚÒÅÚÁÀÝÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÎÏŒÏÅ ÒÅÂÒÏ, ÐÅÒÅÓÅËÛÉÓØ Ó ËÁËÏÊ-ÔÏ ÇÒÁÎØÀ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÉÎÕ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÚÁ l^′. ôÏÇÄÁ Œ ÐÓÅŒÄÏÏÂSSčÍÅ ÐÏÑŒÑÔÓÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ l^′’(¸) + l^′’(ı − ¸) (ÄŒÁ ÏÂÒÁÚÏŒÁŒÛÉÈÓÑ ÄŒÕ- ÇÒÁÎÎÙÈ ÕÇÌÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙ), ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÓÕÍÍÅ ÄÏÌÖÎÙ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ÎÕÌÀ.

ôÅÐÅÒØ ÑÓÎÏ, ËÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÄÏÌÖÎÁ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ’. îÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ’(˛ + ‚) = ’(˛) + ’(‚) É ÞÔÏ- ÂÙ ’(ı) = 0. ôÏÇÄÁ ÐÓÅŒÄÏÏÂSSčÍ ÂÕÄÅÔ É ŒÐÒÑÍØ ÁÄÄÉÔÉ- ŒÅÎ. áËËÕÒÁÔÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÔÒÅÂÕÅÔ ÔÏÞÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ (ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË É ÐÒÏÓÔÏ), É ÍÙ Åč ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ. îÁÇÌÑÄÎÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ ËÁÖÅÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏÊ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÅÓÌÉ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÒÁÚÒÅÚÙ ÍÏÖ- ÎÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÇÕÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ ÍÅÌËÉÅ ÞÁÓÔÉ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÓÔÒÁÛÎÏ).

éÔÁË, ÄÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏ- ÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ’ : R → R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

• ’(˛ + ‚) = ’(˛) + ’(‚) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˛; ‚ ∈ R;

• ’(ı) = 0 (ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÇÁ- ÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÐÓÅŒÄÏÏÂSSčÍÁ);

• ’(ı=2) = 0 (ÐÓÅŒÄÏÏÂSSčÍ ËÕÂÁ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ; ÜÔÏ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ);

• ’(„) ≠ 0, ÇÄÅ „ | ÄŒÕÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÐÒÉ ÒÅÂÒÅ ÐÒÁ- ŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ.

óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÄÅÓØ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ „=ı ÉÒÒÁÃÉ- ÏÎÁÌØÎÏ. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÜÔÏ. œÙÓÏÔÙ ÄŒÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÏÐÕÝÅÎÎÙÅ ÎÁ ÏÂÝÅÅ ÒÅÂÒÏ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ √ 3, √ 3, 2; ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÇÌÙ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ Ó ı. õÄÏÂÎÅÅ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÅ „, Á ÄÒÕÇÏÊ ÕÇÏÌ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÄŒÁ ÄÒÕÇÉÈ ÕÇÌÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁŒÎÙ); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ˛. üÔÏ ÕÇÏÌ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ 1, √ 2 É √ 3, ÔÁË ÞÔÏ (cos ˛ + i sin ˛) = (1 + √ −2)= √ 3. åÓÌÉ ÂÙ ÕÇÏÌ „ ÂÙÌ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍ Ó ı, ÔÏ É ˛ ÂÙÌ ÂÙ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÜÔÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁŒÎÑÌÁÓØ ÂÙ ÅÄÉÎÉÃÅ. íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌØÃÏ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ m + n √ −2 (m; n ∈ Z) ÅŒËÌÉ- ÄÏŒÏ É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ÎčÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÐÒÏÓÔÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÁ ı É „. ïÎÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÎÁÄ Q, ÄÏÐÏÌÎÉÍ ÉÈ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Q-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ’ : R → Q, ÒÁŒÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ „ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÓÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÕÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ. ⊳

115. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏÖÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅ- ÎÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÂÁÚÉÓÁ çÁÍÅÌÑ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÔØ ’ ÎÅ ÎÁ ŒÓÅÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, Á ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÈ ÕÇÌÏŒ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÉ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÉ ËÕÂÁ É ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÎÁ ÞÁÓÔÉ.

2.8. ìÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ É Åč ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ

œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÒÅÄËÏ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓ- ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ ËÁË ÔÁËÏŒÁÑ: ÏÎÁ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÓÙÌËÏÊ ÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ, ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÂÁÚÉÓÁ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 30 (ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ). ðÕÓÔØ Z | ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑ- ÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÑËÁÑ ÃÅÐØ ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÈ- ÎÀÀ ÇÒÁÎÉÃÕ. ôÏÇÄÁ Œ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ Z ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ b ⩾ a, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ Œ Z. (ãÅÐØ | ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÏ- ÇÏ ÓÒÁŒÎÉÍÙ. œÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉÃÁ ÃÅÐÉ | ÜÌÅÍÅÎÔ, ÂÏÌØÛÉÊ

ÉÌÉ ÒÁŒÎÙÊ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÃÅÐÉ.)

⊲ ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Z ÌÉÛØ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏ- ÒÑÄÏÞÅÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ É ÎÁÉ- ÂÏÌØÛÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ðÏ ÜÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ ÍÙ ŒÙÎÕÖÄÅÎÙ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÔØ ÇÒÁÍÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ĂÂÏÌØÛÉÊ ÉÌÉ ÒÁŒÎÙÊ ÌÀÂÏÇÏ (ÌÀÂÏÍÕ?)Ą, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓËÁ- ÚÁÔØ ĂÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏĄ (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ŒÙÈÏÄ ÉÚ ÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÑ) ÏÚÎÁÞÁÌÏ ÂÙ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÓÍÙÓÌ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅ- ÎÉÉ ÂÁÚÉÓÁ, ÎÏ Œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ (ÔÅÐÅÒØ Õ ÎÁÓ ÎÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ, Á ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ Z).

ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÂÏÌØÛÅÇÏ ÉÌÉ ÒÁŒÎÏÇÏ a. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ⩾ a ÎÁÊ- ÄčÔÓÑ c > b. ôÏÇÄÁ c > a É ÐÏÔÏÍÕ ÎÁÊÄčÔÓÑ d > c É Ô. Ä. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÌÇÏ, ÍÙ ÉÓÞÅÒÐÁ- ÅÍ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Z É ÐÒÉÄčÍ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ.

ðÒÏŒÅÄčÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏ (ÐÏËÁ ÞÔÏ ÍÙ ÄÁ- ÖÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÕÓÌÏŒÉÅ ÌÅÍÍÙ, ËÁÓÁÀÝÅÅÓÑ ÃÅÐÅÊ). œÏÚØÍčÍ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ (ÂÏÌØÛÅÊ, ÞÅÍ ÍÏÝÎÏÓÔØ Z). ðÏÓÔÒÏ- ÉÍ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f : I → Z ÐÏ ÔÒÁÎÓ- ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ. åč ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÅ I ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÏ a. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ ŒÓÅ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ, ÍÅÎØÛÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i. œ ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓÒÁŒÎÉÍÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÈ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉÃÁ s, ËÏÔÏÒÁÑ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÒÁŒÎÁ a. œÏÚØÍčÍ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ t > s É ÐÏÌÏÖÉÍ f(i) = t; ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÍÏÎÏÔÏÎ- ÎÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ I ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÞÁÓÔÉ Z, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÅÇÏ ŒÙÂÏÒÕ.

œ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÔØ ÐÒÏÂÅÌ: ÍÙ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔ- ÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ Åč ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ. îÁÛÅ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÁÄÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 19, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÏ, ÅÓÌÉ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ÎÅ ÍÏÎÏÔÏÎÅÎ, É ÐÏ- ÌÕÞÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ ÎÁ ŒÓčÍ I ÉÌÉ ÎÁ ÎÁÞÁÌØ- ÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ. åÓÌÉ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÞÁÌØ- ÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ, ÔÏ ÏÎÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÎÁ ÎčÍ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ | ÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉÅ. ⊳

ëÁË É ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÂÁÚÉÓÁ çÁÍÅÌÑ (ÚÁÄÁÞÁ 112, Ó. 83), ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÏÌØÛÅÊ ÍÏÝÎÏ- ÓÔÉ. œÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ ãÅÒÍÅÌÏ. üÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ÎÉËÁË ÎÅ ÓŒÑÚÁÎ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÎÁ Z; ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ≺. ðÏÓÔÒÏÉÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÆÕÎË- ÃÉÀ f : Z → Z Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: (1) f(z) ⩾ a ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ Z; (2) f ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÅÓ- ÌÉ x ≺ y, ÔÏ f(x) ⩽ f(y); (3) f(z) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ z (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ⩽) ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ z.

äÅÌÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÔÁË. úÎÁÞÅÎÉÅ f(z_0) ÄÌÑ ≺-ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ z_0 ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÍ ÒÁŒÎÙÍ ÌÉÂÏ a, ÌÉÂÏ z_0 (ÐÏÓÌÅÄ- ÎÅÅ | ÅÓÌÉ z_0 > a). úÎÁÞÅÎÉÅ f(z) ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ z ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉÃÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f(z^′) ÐÒÉ z^′ ≺ z (ÐÏ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ É ÐÏÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎÉ- ÃÕ ¸), ÌÉÂÏ ÓÁÍÏ z (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ | ÅÓÌÉ z > ¸).

œ ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ É ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎÉÃÕ. üÔÁ ÇÒÁÎÉÃÁ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Åč ˛) ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÒÁŒÎÁ a (ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔØ f(z_0)) É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏÍ: ÅÓÌÉ ˛ < z ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ z, ÔÏ f(z) ⩽ ˛ < z, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÓŒÏÊÓÔŒÕ (3).

116. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏŒÔÏÒÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÂÁÚÉ- ÓÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ. ðÕÓÔØ V | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏ- ÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ðÏÒÑÄÏË ÎÁ Z ÚÁÄÁčÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ĂÂÙÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍĄ.

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÅÍÍÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ. ðÕÓÔØ ÉÍÅ- ÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÃÅÐØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉ-

ÓÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÒÉÞčÍ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÁ ÓÒÁŒÎÉÍÙ. ïÂSSÅÄÉÎÉÍ ŒÓÅ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÐÏËÁ- ÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÙÍ (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÃÅÐÉ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ- ÃÉÑ ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ËÁËÏÅ-ÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÓŒÏÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. üÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅ- ÎÉÀ (Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ). üÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ, É ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÛÁ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ É ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ. ë ÎÅÍÕ ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ, ÎÅ ÓÏÚÄÁŒ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ, É ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁ- ÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (ÔÁÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÁ ÄÒÕÇÏÅ: ÒÁÚÒÅÛÁÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ, ÐÏÎÉÍÁÅÍÙÅ ËÁË ÓÕÍÍÙ ÒÑ- ÄÏŒ) ÉÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÂÁÚÉÓÁ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÍÁË- ÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÐÏÌÅÊ).

íÙ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ ãÏÒ- ÎÁ, ÇÄÅ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÔ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÎÁÍ ÐÏÎÑÔÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 31. œÓÑËÉÊ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ.

⊲ ðÕÓÔØ (X; ⩽) | ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ. ôÅÏÒÅÍÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏ- ÒÑÄËÁ ⩽^′ ÎÁ X, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÅÅ ÉÓÈÏÄÎÏÅ (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ x ⩽ y ⇒ x ⩽^′ y) É ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏ- ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. (ëÓÔÁÔÉ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ ĂÌÉÎÅÊÎÏÇÏĄ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅÌØÚÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓÌÏŒÏ ĂÐÏÌ- ÎÏÇÏĄ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÌÉÎÅÊÎÙÊ, ÎÏ ÎÅ ÐÏÌÎÙÊ.)

çÏÔÏŒÑÓØ Ë ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÀ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁ-

ÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏ- ÇÏ ÂÕÄÕÔ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÐÏÒÑÄËÉ ÎÁ X (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X × X, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÒÅÆÌÅË- ÓÉŒÎÏÓÔÉ, ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ), ÕÐÏ- ÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ: ⩽_1 ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÉÍ ÉÌÉ ÒÁŒÎÙÍ ⩽_2, ÅÓÌÉ ⩽_2 ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ⩽_1 (ÉÚ x ⩽_1 y ÓÌÅÄÕ- ÅÔ x ⩽_2 y).

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ ŒÙÐÏÌÎÅ- ÎÏ: ÅÓÌÉ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ, ÌÉÎÅÊ- ÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ, ÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ, É ÜÔÏÔ ÐÏÒÑ- ÄÏË ÂÕÄÅÔ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ. (ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒ- ÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ x ⩽_1 y Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ (⩽_1), Á y ⩽_2 z Œ ÄÒÕÇÏÍ; ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÏÒÑÄËÏŒ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ⩽_1) ÐÒÏ- ÄÏÌÖÁÅÔ ÄÒÕÇÏÊ, ÔÏÇÄÁ x ⩽_1 y ⩽_1 z É ÐÏÔÏÍÕ x ⩽ z Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ. òÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ É ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÐÒÏÓÔÏ.)

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ ãÏÒÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË, ÐÒÏÄÏÌÖÁ- ÀÝÉÊ ÉÓÈÏÄÎÙÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ËÁË ⩽ (ÐÕÔÁÎÉÃÙ Ó ÉÓ- ÈÏÄÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÎÅ ŒÏÚÎÉËÎÅÔ, ÔÁË ËÁË ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÎÁÍ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÎÕÖÅÎ). îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÍ. ðÕÓÔØ x; y ∈ X | ÄŒÁ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. òÁÓÛÉÒÉÍ ÐÏÒÑÄÏË ÄÏ ÎÏŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ⩽^′, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ x ⩽^′ y. üÔÏÔ ÎÏŒÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: a ⩽^′ b, ÅÓÌÉ (1) a ⩽ b ÉÌÉ (2) a ⩽ x É y ⩽ b. îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ⩽^′ ÂÕÄÅÔ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ. òÅÆÌÅËÓÉŒ- ÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. ôÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ: ÅÓÌÉ a ⩽^′ b É b ⩽^′ c, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÅÔÙÒÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÍÅ- ÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÕÞÁÊ (1), ÔÏ a ⩽ b ⩽ c É ŒÓč ÏÞÅŒÉÄÎÏ. åÓÌÉ a ⩽^′ b Œ ÓÉÌÕ (1), Á b ⩽ c Œ ÓÉÌÕ (2), ÔÏ a ⩽ b ⩽ x É y ⩽ c, ÔÁË ÞÔÏ a ⩽^′ c Œ ÓÉÌÕ (2). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÅÔÓÑ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. îÁËÏÎÅÃ, ÄŒÕËÒÁÔÎÁÑ ÓÓÙÌËÁ ÎÁ (2) ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÁ, ÔÁË ËÁË ÔÏÇÄÁ (a ⩽ x), (y ⩽ b), (b ⩽ x) É (y ⩽ c), É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ y ⩽ b ⩽ x, Á ÍÙ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ x É y ÎÅ ÓÒÁŒÎÉÍÙ. áÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ⩽^′ ÂÕÄÅÔ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ, ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ⩽, ÞÔÏ

ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ. ⊳

117. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÂÅÚ ÃÉËÌÏŒ (ÃÉËÌ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ xRx, ÉÌÉ xRyRx, ÉÌÉ xRyRzRx É Ô. Ä.) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÏ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. (äÌÑ ËÏÎÅÞ- ÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÏÉÓË ÔÁËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ĂÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÏÒÔÉÒÏŒËÏÊĄ.)

118. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÙÍ, ÅÓ- ÌÉ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÏÅÄÉÎÑÀ- ÝÉÊ ÉÈ ÏÔÒÅÚÏË. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ- ÓÑ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÐÒÑÍÏÊ (ËÁÖÄÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÅÖÉÔ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÅ- ÒÅÓÅËÁÑÓØ Ó ÎÅÊ). (õËÁÚÁÎÉÅ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É B ÄÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A^′ É B^′ . úÁÔÅÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ A^′ É B^′ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÑÍÕÀ.)

2.9. óŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÍÏÝÎÏÓÔÑÍÉ

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ Ï ÍÏÝÎÏÓÔÑÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 32. åÓÌÉ A ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A × × N ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ A.

⊲ œÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A. íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ (ÓÍ. Ó. 66), ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ z + n, ÇÄÅ z | ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ), Á n | ÎÁ- ÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ B × × N, ÇÄÅ B | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. (ôÕÔ ÅÓÔØ ÎÅÂÏÌØÛÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ | ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÇÒÕÐÐÁ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ ËÏÎÅÞÎÁ, ÅÓÌÉ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. îÏ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏ- ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÉÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÎÅÂÒÅÞØ.)

ôÅÐÅÒØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: A × N ÒÁŒÎÏ- ÍÏÝÎÏ (B ×N)×N, ÔÏ ÅÓÔØ B ×(N×N) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ B ×N (ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÞčÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÞčÔÎÏ), ÔÏ ÅÓÔØ A. ⊳ ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÎÔÏÒÁ { âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, |A| + |A|, Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ A É ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó |A|. åÝč ÏÄÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÐÏÌÅÚÎÏ ŒÙÄÅÌÉÔØ:

ôÅÏÒÅÍÁ 33. óÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ÒÁŒ- ÎÁ ÉÈ ÍÁËÓÉÍÕÍÕ.

⊲ ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÍÏÝÎÏ- ÓÔÉ ÓÒÁŒÎÉÍÙ (ÔÅÏÒÅÍÁ 25, Ó. 80). ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, |A| ⩽ ⩽ |B|. ôÏÇÄÁ |B| ⩽ |A| + |B| ⩽ |B| + |B| ⩽ |B| × ℵ_0 = = |B| (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ | ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ). ïÓÔÁčÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÁÎ- ÔÏÒÁ { âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ É ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ |B| = |A + B|. ⊳ ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÁ 34. åÓÌÉ A ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ A × A ÒÁŒÎÏÍÏÝ- ÎÏ A.

⊲ úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ËÁË, ŒÐÒÏ- ÞÅÍ, É ÄÌÑ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ | ÎÏ ÜÔÏ ÓÅÊÞÁÓ ÎÅ ŒÁÖÎÏ) ÍÙ ÜÔÏ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ A ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÒÁŒÎÏÍÏÝ- ÎÏÅ ÓŒÏÅÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÕ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÍÅ- ÓÔÅ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÂÉÅËÃÉÑÍÉ. üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÂÕÄÕÔ ÐÁÒÙ ⟨B; f⟩, ÇÄÅ B | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, Á f : B → B × B | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ. œŒÅÄčÍ ÎÁ ÜÔÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË: ⟨B_1; f_1⟩ ⩽ ⩽ ⟨B_2; f_2⟩, ÅÓÌÉ B_1 ⊂ B_2 É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f_2 ÎÁ B_1 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó f_1 (ÒÉÓ. 6).

B_1

B_2

B_1

B_2

òÉÓ. 6. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_1 | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÁÌÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ É ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ; f_2 ÄÏÂÁ- ŒÌÑÅÔ Ë ÎÅÍÕ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ B_1 \ B_2 É ĂÕÇÏÌËÏÍĄ (B_2 × B_2) \ (B_1 × B_1).

ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÕÂÅ- ÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÉ-

ÓÁÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ ÉÍÅ- ÅÔ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎÉÃÕ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂSSÅÄÉÎÉÍ ŒÓÅ ÐÅÒ- ŒÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÜÔÉÈ ÐÁÒ; ÐÕÓÔØ B | ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅ- ÍÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ Œ ÏÄÎÏ. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÎÁÚÏŒčÍ ÅÇÏ f) ÏÔÏÂÒÁ- ÖÁÅÔ B Œ B × B. ïÎÏ ÂÕÄÅÔ ÉÎSSÅËÃÉÅÊ: ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(b^′) É f(b^{′′}) ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ b^′ É b^{′′} ÒÁÚÌÉÞÎÙ (ŒÏÚØÍčÍ ÂÏÌØ- ÛÅÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ b^′ É b^{′′}; ÎÁ ÎčÍ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏ- ÒÏÎÙ, f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒSSÅËÃÉÅÊ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ⟨b^′; b^{′′}⟩ ∈ ∈ B × B ŒÏÚØÍčÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚÏÛÌÉ b^′ É b^{′′}, ŒÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅÅ É ŒÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅ- ÌÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍ É ÅÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ.

ðÏ ÌÅÍÍÅ ãÏÒÎÁ Œ ÎÁÛÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ðÕÓÔØ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÓÔØ ⟨B; f⟩. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ f ÅÓÔØ ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ B É B × B É ÐÏÔÏÍÕ |B| = |B| × |B|. ôÅÐÅÒØ ÅÓÔØ ÄŒÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ B ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ A, ÔÏ B × B ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ A × A É ŒÓč ÄÏËÁÚÁÎÏ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ B ÎÅ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ A, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ (ÂÏÌØ- ÛÅÊ ÏÎÏ ÉÍÅÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÂÕÄÕÞÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ). ðÕÓÔØ C | ÏÓÔÁŒÛÁÑÓÑ ÞÁÓÔØ A, ÔÏ ÅÓÔØ A\B. ôÏÇÄÁ |A| = |B|+ + |C| = max(|B|; |C|), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, C ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ A É ÂÏÌØÛÅ B ÐÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ. œÏÚØÍčÍ Œ C ÞÁÓÔØ C^′, ÒÁŒÎÏ- ÍÏÝÎÕÀ B, É ÐÏÌÏÖÉÍ B^′ = B + C^′ (ÒÉÓ. 7). ïÂÅ ÞÁÓÔÉ

B C^′

A

B C^′ A

òÉÓ. 7. ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ Ó B ÎÁ B^′ = B + C^′.

ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B^′ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ B. ðÏÜÔÏÍÕ B^′ × B^′ ÒÁÚÂÉŒÁ- ÅÔÓÑ ÎÁ 4 ÞÁÓÔÉ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÁ B×B, É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÁ B (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ f ÍÅÖÄÕ B É B × B). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ f ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ f^′ ÍÅÖÄÕ B^′ É B^′ × B^′, ÄÏÐÏÌÎÉŒ ÅÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ ÍÅÖ- ÄÕ C^′ É (B^′ × B^′) \ (B × B) (ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒčÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙÈ B, ÔÁË ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÁ B). œ ÉÔÏÇÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Â«ÏÌØÛÕÀ ÐÁÒÕ ⟨B^′; f^′⟩, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅŒÏÚÍÏÖÅÎ. ⊳

œÙŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 35. (Á) ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÏÝ- ÎÏÓÔÅÊ ÒÁŒÎÏ ÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ ÎÉÈ. (Â) åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A^n ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉ- ÎÙ n > 0, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ A, ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ A. (Œ) åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ A, ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ A.

⊲ ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ: ÅÓÌÉ |A| ⩽ |B|, ÔÏ |B| ⩽ |A| × |B| ⩽ |B| × |B| = |B|. œÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n: ÅÓÌÉ |A^n| = |A|, ÔÏ |A^{n+1}| = |A^n| × |A| = |A| × |A| = = |A|. ôÒÅÔØÅ ÔÏÖÅ ÐÒÏÓÔÏ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÅÓÔØ 1 + A + A^2 + A^3 + : : : ; ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ (ËÒÏÍÅ ÐÅÒŒÏÊ, ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÎÅÂÒÅÞØ) ÒÁŒÎÏÍÏÝ- ÎÁ A (ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ), É ÐÏÔÏÍÕ ŒÓč ŒÍÅÓÔÅ ÅÓÔØ |A| × × ℵ_0 = |A|. ⊳

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÔÏ É A (ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ).

119. ðÕÓÔØ A ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |A^A| = |2^A|. 120. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÝÎÏÓÔØ ff = ℵ0 +2^{ℵ0} +2^{(2ℵ0 )} +: : : (ÓÞčÔ- ÎÁÑ ÓÕÍÍÁ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ff | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ËÏ-

ÔÏÒÁÑ ÂÏÌØÛÅ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒ N, P (N), P (P (N)), : : : ðÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ff^{ℵ0} = 2^ff ¿ ff.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÅÅÓÑ ÒÁÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏÓÔÉ ÂÁÚÉÓÏŒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 36. ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ.

⊲ ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ | ÐÅÒŒÙÊ É ŒÔÏÒÏÊ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ- ÌÉÂÏ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ ŒÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. œ ÜÔÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÕÞÁÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ ÐÅÒŒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÓÔÁ- ŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ ŒÔÏÒÏÇÏ. ëÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒÉÄÅÌÉ, ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÉÈÓÑ ÞÅ- ÒÅÚ ÄÁÎÎÙÊ (ËÏÎÅÞÎÙÊ) ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÔÏÒÏÇÏ, É ÐÏÔÏ- ÍÕ ËÏÎÅÞÅÎ. œÙÈÏÄÉÔ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ÂÁÚÉÓ ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÇÒÕÐ- ÐÙ, ËÁÖÄÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÁ, Á ŒÓÅÇÏ ÇÒÕÐÐ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÐÅÒŒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ŒÔÏÒÏÇÏ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ℵ_0 (ÏÔ ÞÅÇÏ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÍÏÝÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ). ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ É ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÁÎÔÏÒÁ { âÅÒÎ- ÛÔÅÊÎÁ. ⊳

2.10. ïÒÄÉÎÁÌÙ

ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÏÒÄÉÎÁÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄ- ËÏŒÙÊ ÔÉÐ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÌÁÓÓ ŒÓÅÈ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÅÍÕ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ).

îÁ ÏÒÄÉÎÁÌÁÈ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏ- ÒÑÄÏË. þÔÏÂÙ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÄŒÁ ÏÒÄÉÎÁÌÁ ¸ É ˛, ŒÏÚØÍčÍ ÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÉ A É B. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 22 É ÐÏÓÍÏ- ÔÒÉÍ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÔÒčÈ ÓÌÕÞÁÅŒ (A ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ B, ÏÔÌÉÞÎÏÍÕ ÏÔ ŒÓÅÇÏ B; ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É B ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÙ; B ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ A, ÏÔÌÉÞÎÏÍÕ

ÏÔ ŒÓÅÇÏ A) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ¸ < ˛, ŒÏ ŒÔÏ- ÒÏÍ ¸ = ˛, Œ ÔÒÅÔØÅÍ ¸ > ˛.

íÙ ÏÔŒÌÅËÁÅÍÓÑ ÏÔ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÏÓÎÏŒÁ- ÎÉÑÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 1.6); ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÁŒÄÁÔØ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÍÙ ÅÝč ÏÂÓÕÄÉÍ. ðÏËÁ ÞÔÏ ÏÔÍÅÔÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ.

• íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÎÁ ÏÒÄÉÎÁÌÁÈ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË.

üÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÎÙÍ: ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÓÅÍÅÊ- ÓÔŒÏ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (ÔÅÏÒÅ- ÍÁ 23; ÒÁÚÎÉÃÁ ÌÉÛØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÌÉ ÔÁÍ ÓÌÏŒÁ ĂÏÒÄÉÎÁÌĄ, Á ÇÏŒÏÒÉÌÉ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑÈ).

• ðÕÓÔØ ¸ | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ- ÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË [0; ¸) Œ ËÌÁÓÓÅ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ (ÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÎÙÊ ŒÓÅÍÉ ÏÒÄÉÎÁÌÁÍÉ, ÍÅÎØÛÉÍÉ ¸ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ). üÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ ÐÏ ÔÉÐÕ ¸ (ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑÍ ÏÒÄÉ- ÎÁÌÁ ¸). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ A | ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ ÏÒÄÉÎÁÌÁ ¸. ïÒÄÉÎÁÌÙ, ÍÅÎØÛÉÅ ¸, ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ (ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÍ Ó A) ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. ôÁËÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ [0; a) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ A. (ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÏÒÑÄÏË.)

óËÁÚÁÎÎÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ËÁÖÄÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÎØÛÉÈ ÏÒÄÉ- ÎÁÌÏŒ. (œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÊ ÔÅÏÒÉÉ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ ËÁÖÄÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ ÒÁŒÅÎ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÍÅÎØÛÉÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ.)

• ïÒÄÉÎÁÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÉÊ ÅÍÕ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ) ÏÒÄÉÎÁÌ. åÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ ÎÅÔ, ÏÒ- ÄÉÎÁÌ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ.

• ìÀÂÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ (ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÏÒÄÉÎÁÌ, ÂÏÌØ- ÛÉÊ ÉÌÉ ÒÁŒÎÙÊ ŒÓÅÍ ÏÒÄÉÎÁÌÁÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ). œ

ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÏÚØÍčÍ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÒÄÉÎÁÌ ˛, ÑŒÌÑÀ- ÝÉÊÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÏÒÄÉÎÁÌÙ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ B, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÏÒÄÉÎÁÌ ˛. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÅÓÔØ ÓÁÍÏ B, ÔÏ ˛ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈ- ÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ (É ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ). åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÜÔÉ ÏÔÒÅÚËÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ [0; b) ÄÌÑ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ b ∈ B. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ b. åÓÌÉ S ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Œ B, ÔÏ ˛ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ. åÓÌÉ S ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ s, É [0; s) ÂÕÄÅÔ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ.

íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ | ÜÔÏ ËÁË ÂÙ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ; ÌÀ- ÂÏÅ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÒÉÄčÍ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ, ÅÓÌÉ ÚÁÈÏÔÉÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ (ŒÅÄØ ÄÌÑ ŒÓÑ- ËÏÇÏ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÅÓÔØ ÅÝč ÂÏÌØ- ÛÅÅ | ÄÏÂÁŒÉÍ Ë ÎÅÍÕ ÎÏŒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÂÏÌØÛÉÊ ŒÓÅÈ ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÉÈ). üÔÏÔ ÐÁÒÁÄÏËÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÄÏËÓÏÍ âÕÒÁ- ÌÉ-æÏÒÔÉ.

121. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÞčÔÎÙÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ ÓÞčÔÎÁ.

ëÁË ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÏÂ ÏÒÄÉÎÁÌÁÈ, ÎÅ ŒÐÁÄÁÑ Œ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉÑ? œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÑÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÂ ÏÒÄÉÎÁÌÁÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑÍÉ Ï ÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑÈ É ŒÏÓ- ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ ËÁË ĂŒÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉĄ. äÒÕÇÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, É ÓÏÓÔÏÉÔ ÏÎ ÐÒÉÍÅÒÎÏ Œ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÍ: ÍÙ ÏÂSSÑŒÌÑÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ ÒÁŒÎÙÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÍÅÎØÛÉÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ. ôÏÇÄÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÏÒÄÉ- ÎÁÌ 0 (ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÔÉÐ ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ) ÂÕÄÅÔ ÐÕÓÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ∅, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁ ÎÉÍ ÏÒÄÉÎÁÌ 1 (ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÔÉÐ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ) ÂÕÄÅÔ {0} = {∅}, ÚÁÔÅÍ 2 = {0; 1} = {∅; {∅}}, 3 = {0; 1; 2} = {∅; {∅}; {∅; {∅}}}, 4 = {0; 1; 2; 3} É Ô. Ä. úÁ ÎÉÍÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÒÄÉÎÁÌ ! (ÐÏ- ÒÑÄËÏŒÙÊ ÔÉÐ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ), ÒÁŒÎÙÊ

{0; 1; 2; 3; : : :}, ÐÏÔÏÍ ! + 1 = {0; 1; 2; 3; : : :; !}, ÐÏÔÏÍ ! + + 2 = {0; 1; 2; 3; : : :; !; ! + 1} É Ô. Ä.

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓ- ËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ãÅÒÍÅÌÏ { æÒÅÎËÅÌÑ, ÎÏ ÄŒÁ ÏÂ- ÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, Œ ÎÅÊ ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ËÒÏÍÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, É ÅÓÔØ ÁËÓÉ- ÏÍÁ ÜËÓÔÅÎÓÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ (ÉÌÉ ÏÂSSčÍÎÏÓÔÉ), ËÏÔÏÒÁÑ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÏÂSSÅËÔÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ, ÒÁŒÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÏÂSSÅËÔ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ). œÏ-ŒÔÏ- ÒÙÈ, Œ ÎÅÊ ÅÓÔØ ÁËÓÉÏÍÁ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∈ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÏ: ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ∈-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ x ∈ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ X ∩ x = ∅. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ x ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓŒÏÉÍ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏÍ (ÉÎÁÞÅ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {x} ÎÁÒÕÛÁÌÁÓØ ÂÙ ÁËÓÉÏÍÁ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÉÑ).

122. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒ x, y, z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x ∈ y ∈ z ∈ x.

æÉÌÏÓÏÆÓËÉ ÎÁÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÏÂSSÑÓÎÉÌ ÂÙ ÓÍÙÓÌ ÁËÓÉÏÍÙ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÔÁË: ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÉÚ ÒÁÎÅÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÕÓÔÏÇÏ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÏÚÍÏÖÎÁ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ (ÄÏËÁÚÙŒÁÑ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÉÎ- ÄÕËÔÉŒÎÏ É ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ).

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÒÄÉÎÁÌÙ ÔÁË. âÕÄÅÍ ÇÏ- ŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ x ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ x, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÉÚ z ∈ y ∈ x ÓÌÅÄÕÅÔ z ∈ x. îÁÚÏŒčÍ ÏÒ- ÄÉÎÁÌÏÍ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÅÎ. üÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÄÉÎÁÌÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÓÔÒÏ- ÇÉÍ) ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ.

áËÓÉÏÍÁ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ∈ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÒÄÉÎÁÌÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÎÙÍ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÎÙÍ).

123. (Á) éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÒÄÉÎÁÌÁ ËÁË ÔÒÁÎÚÉÔÉŒ- ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Ó ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÒÄÉÎÁÌÁ ÅÓÔØ ÏÒÄÉÎÁÌ. (Â) ðÕÓÔØ ff | ÏÒÄÉÎÁÌ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ ∈ ÎÁ ÎčÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ. (Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a; b ∈ ff ŒÅÒÎÏ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒčÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ: ÌÉÂÏ a ∈ b, ÌÉÂÏ a = b, ÌÉÂÏ b ∈ a. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÄŒÏÊÎÕÀ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÀ ∈ ÎÁ ff, Á ÔÁËÖÅ ÁËÓÉÏÍÕ ÜËÓÔÅÎÓÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.) (Ç) äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÏÒÄÉÎÁÌ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏ- ÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ. (ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ¡ ÎÁ ÏÒÄÉÎÁÌÁÈ ËÁË ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÎÏÓÔÉ.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÍÅÎØÛÉÈ ÅÇÏ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ.

úÁÍÅÔÉÍ ÅÝč, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ ÅÓÔØ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÅÎØÛÉÈ ÅÇÏ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ, ÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ ÅÓÔØ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ.

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÚŒÉŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ É ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÂÕÄÅÍ ÎÁÉŒÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÏÒÄÉÎÁÌÙ ËÁË ÐÏÒÑÄËÏŒÙÅ ÔÉÐÙ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÏÒÄÉ- ÎÁÌÏŒ, ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ:

ôÅÏÒÅÍÁ 37. ðÕÓÔØ A | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑ- ÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B. ôÏÇÄÁ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÔÉÐ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ A ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÏÒÑÄËÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B.

⊲ ïÔÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ ÖÅ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ B. îÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÞčÔÎÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÍÅÀÔ ÔÏÔ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÏ- ŒÙÊ ÔÉÐ !, ÞÔÏ É ŒÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄ- ËÏŒÙÊ ÔÉÐ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÂÏÌØÛÅ. ôÏÇÄÁ B ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁ- ÀÝÅÍÕ ÓÏ ŒÓÅÍ A. ðÕÓÔØ a_0 | ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉÃÁ (Œ A) ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, Á f : B → A | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ f ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É ÐÏÔÏÍÕ f(b) ⩾ b ÄÌÑ ŒÓÅÈ b ∈ B (ÔÅÏÒÅÍÁ 17). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, f(a_0) ⩾ a_0, ÎÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÌÀÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(b) ÍÅÎØÛÅ a_0 | ÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉÅ. ⊳

2.11. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ

íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÓÕÍÍÕ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑ- ÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 2.1. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ A + + B ÜÌÅÍÅÎÔÙ A ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ B, Á Œ A × B ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÍ B-ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÁÒ, Á Œ ÓÌÕÞÁÅ ÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ | A-ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ.)

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÏÖÅÎÉÑ:

• óÌÏÖÅÎÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ: ¸ + (˛ + ‚) = (¸ + ˛) + ‚.

• óÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 1 + ! = !, ÎÏ ! + 1 ≠ !.

• ïÞÅŒÉÄÎÏ, ¸ + 0 = 0 + ¸ = ¸.

• óÕÍÍÁ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÐÒÉ ÒÏÓÔÅ ŒÔÏÒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ: ÅÓ- ÌÉ ˛_1 < ˛_2, ÔÏ ¸ + ˛_1 < ¸ + ˛_2. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ˛_1 ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ Œ ˛_2, ÏÔÌÉÞÎÏÍÕ ÏÔ ŒÓÅÇÏ ˛_2. äÏÂÁŒÉÍ Ë ÜÔÏÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ¸ É ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ¸ + ˛_1 É ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ Œ ¸ + ˛_2, ÏÔ- ÌÉÞÎÙÍ ÏÔ ¸ + ˛_2.)

• óÕÍÍÁ ÎÅÕÂÙŒÁÅÔ ÐÒÉ ÒÏÓÔÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ: ÅÓ- ÌÉ ¸_1 < ¸_2, ÔÏ ¸_1 + ˛ ⩽ ¸_2 + ˛. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ¸_1 + ˛ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Œ ¸_2 + ˛. üÔÏ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÎÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 37.)

• ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ¸+ + 1 ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÚÁ ¸ ÏÒÄÉÎÁÌÁ. (úÄÅÓØ 1 | ÐÏ- ÒÑÄËÏŒÙÊ ÔÉÐ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.) óÌÅÄÕ- ÀÝÉÍ ÚÁ ¸ + 1 ÏÒÄÉÎÁÌÏÍ ÂÕÄÅÔ ÏÒÄÉÎÁÌ (¸ + 1) + + 1 = ¸ + (1 + 1) = ¸ + 2 É Ô. Ä.

• åÓÌÉ ¸ ⩾ ˛, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÒÄÉ- ÎÁÌ ‚, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ˛ + ‚ = ¸. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ˛ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ Œ ¸; ÏÓÔÁŒÛÁÑÓÑ ÞÁÓÔØ ¸ É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÏÒÄÉÎÁÌÏÍ ‚. åÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ŒÔÏÒÏ- ÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.) úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÕ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ĂŒÙÞÉÔÁÎÉÅÍ ÓÌÅŒÁĄ.

[Ð. 11] áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ 101

• ĂœÙÞÉÔÁÎÉÅ ÓÐÒÁŒÁĄ, ÎÁÐÒÏÔÉŒ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ.

ðÕÓÔØ ¸ | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ. ôÏÇÄÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ˛ + 1 = ¸ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˛) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ¸ | ÎÅÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ, (Ô. Å. ËÏÇÄÁ ¸ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ Œ ÓÉÌÕ ÁÓÓÏÃÉ- ÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ. íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ É ÓÕÍÍÕ ¸_1 + ¸_2 + + : : : ÓÞčÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ (ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ ¸_i ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ¸_j ÐÒÉ i < j; ŒÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ¸_i ÐÏÒÑÄÏË ÐÒÅÖÎÉÊ). ëÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ: ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁ- ÄÅŒÁÅÔ, ŒÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÎÏÍÅ- ÒÏÍ É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ Åč ÐÏÌÎÏÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔØÀ.

œ ÜÔÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉ- ÓÌÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ ∑ A_i ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A_i, ÉÎÄÅËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÍÉ I, ËÁË ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÔÉÐ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÐÁÒ ŒÉÄÁ ⟨a; i⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a ∈ A_i. ðÒÉ ÓÒÁŒÎÅÎÉÉ ÐÁÒ ÓÒÁŒÎÉŒÁ- ÀÔÓÑ ŒÔÏÒÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, Á Œ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÐÅÒŒÙÅ (Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ A_i). åÓÌÉ ŒÓÅ A_i ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÏÄÎÏ- ÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ A, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ÎÁÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ A × I.

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄčÍ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ.

• õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ: (¸˛)‚ = ¸(˛‚). (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÔÒÏÅË; ÔÒÏÊËÉ ÓÒÁŒÎÉŒÁÀÔÓÑ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ, ÐÏËÁ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÉÅ.)

• õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 2 · ! = !, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ! · 2 ≠ !.

• ïÞÅŒÉÄÎÏ, ¸ · 0 = 0 · ¸ = 0 É ¸ · 1 = 1 · ¸ = ¸.

• œÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ:

¸(˛ + ‚) = ¸˛ + ¸‚ (ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ). óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ: (1 + 1) · ! = ! ≠ ! + !.

• ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÐÒÉ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÉ ŒÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÅÓÌÉ ÐÅÒŒÙÊ ÎÅ ÒÁŒÅÎ 0. (äÌÑ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ŒÙŒÅÄÅÍ ÜÔÏ ÉÚ ÒÁÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ: ÅÓÌÉ ˛_2 > ˛_1, ÔÏ ˛_2 = ˛_1 + ‹, ÔÁË ÞÔÏ ¸˛_2 = ¸(˛_1 + ‹) = ¸˛_1 + ¸‹ > ¸˛_1.)

• ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅ ÕÂÙŒÁÅÔ ÐÒÉ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ¸_1 < ¸_2, ÔÏ ¸_1˛ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ¸_2˛. üÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ 37.)

• ìÀÂÏÊ ÏÒÄÉÎÁÌ, ÍÅÎØÛÉÊ ¸˛, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ ¸˛^′ + ¸^′, ÇÄÅ ˛^′ < ˛ É ¸^′ < ¸.

(œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É B ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ ÐÏ ÔÉÐÁÍ ¸ É ˛. ôÏÇÄÁ A × B ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ ÐÏ ÔÉÐÕ ¸˛. œÓÑËÉÊ ÏÒÄÉÎÁÌ, ÍÅÎØÛÉÊ ¸˛, ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË Œ A × B, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏÍ ⟨a; b⟩. îÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË [0; ⟨a; b⟩) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÁÒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÍÅÎØÛÅ b, Á ÔÁËÖÅ ÉÚ ÐÁÒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ b, Á ÐÅÒŒÙÊ ÍÅÎØ- ÛÅ a. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ A × [0; b) + [0; a), ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÐÏÌÏ- ÖÉÔØ ˛^′ = [0; b) É ¸^′ = [0; a). ôÅÐÅÒØ ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ ¸˛^′ + ¸^′ = ¸˛^{′′} + ¸^{′′}. åÓÌÉ ˛^′ = ˛^{′′}, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØÀ ÌÅŒÏÇÏ ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ É ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ ¸^′ = ¸^{′′}. ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ˛^′ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ÍÅÎØÛÅ ˛^{′′}. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ˛^{′′} = ˛^′ + ‹, É ÓÏËÒÁÝÁÑ ¸˛^′ ÓÌÅŒÁ, ÐÏ- ÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ¸^′ = ¸‹ + ¸^{′′}, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÅÎØÛÅ ¸, Á ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÒÁŒÎÁ ¸.)

• áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ĂÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍĄ ŒÏÚÍÏÖÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ. ðÕÓÔØ ¸ > 0. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÏÒÄÉ- ÎÁÌ ‚ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁ ¸, ÔÏ ÅÓÔØ

ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ¸fi + ȷ, ÇÄÅ ȷ < ¸, É ÐÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

(œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ŒÚÑÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ˛, ÞÔÏÂÙ ¸˛ ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ ‚, ÓËÁÖÅÍ, ˛ = = ‚ + 1. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ.)

• ðÏŒÔÏÒÑÑ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁ ¸ > 0, ÍÏÖÎÏ ÐÏ- ÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÚÉÃÉÏÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÒÄÉ- ÎÁÌÏŒ: ŒÓÑËÉÊ ÏÒÄÉÎÁÌ, ÍÅÎØÛÉÊ ¸^{k+1} (ÚÄÅÓØ k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ), ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒ«ÉÍ Œ ŒÉÄÅ ¸^k˛_k +¸^{k−1}˛_{k−1} +: : :+¸˛_1 +˛_0, ÇÄÅ ˛_k, : : : , ˛_1, ˛_0 | ÏÒÄÉÎÁÌÙ, ÍÅÎØÛÉÅ ¸.

124. äÌÑ ËÁËÉÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ 1 + ff = ff? 125. äÌÑ ËÁËÉÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ 2 · ff = ff?

126. ëÁËÉÅ ÏÒÄÉÎÁÌÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙ Œ ŒÉÄÅ ! · ff? 127. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ff + fi = fi ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ff! ⩽ fi (ÚÄÅÓØ ff É fi | ÏÒÄÉÎÁÌÙ).

128. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ff + fi = fi + ff ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÒ- ÄÉÎÁÌÏŒ ff É fi, ÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÏÒÄÉÎÁÌ fl É ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m É n, ÞÔÏ ff = flm É fi = fln.

129. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ĂÚÁÍÅÎÙ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑĄ Ó k ¿ 1 ÎÁ l ¿ k. þÔÏÂÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÕ ÏÐÅÒÁÃÉÀ Ë ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ n, ÎÁÄÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ n Œ k-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, Á ÚÁ- ÔÅÍ ÐÒÏÞÅÓÔØ ÜÔÕ ÚÁÐÉÓØ Œ l-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ. (ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÏÚÒÁÓÔčÔ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÒÁŒÎÏ k.) œÏÚØ- ÍčÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n É ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÑÔØ ÎÁÄ ÎÉÍ ÔÁËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ: ÚÁÍÅÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ Ó 2 ÎÁ 3 { ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ { ÚÁÍÅÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ Ó 3 ÎÁ 4 { ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ { ÚÁÍÅÎÁ ÏÓÎÏ- ŒÁÎÉÑ Ó 4 ÎÁ 5 { ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ { : : : äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÕÌØ É ŒÙÞÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÕ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÚÁÍÅÎÉÔÅ ŒÓÅ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÎÁ ÏÒÄÉÎÁÌ !; ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ.)

2.12. éÎÄÕËÔÉŒÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÓÔÅÐÅÎÉ

íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ Ó ÐÏ- ÍÏÝØÀ ÑŒÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ. œÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 38. óÌÏÖÅÎÉÅ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉ- ÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

¸ + 0 = ¸;

¸ + (˛ + 1) = (¸ + ˛) + 1;

¸ + ‚ = sup{¸ + ˛ | ˛ < ‚} ÄÌÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ‚ ≠ 0:

üÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÌÏÖÅ- ÎÉÑ.

⊲ äŒÁ ÐÅÒŒÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙ; ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÔÒÅÔØÅ. åÓÌÉ ˛ < ‚, ÔÏ ¸ + ˛ < ¸ + ‚, ÔÁË ÞÔÏ ¸ + ‚ ÂÕÄÅÔ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ŒÓÅÈ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ ¸ + ˛ ÐÒÉ ˛ < ‚. îÁÄÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÇÒÁÎÉÃÁ ÔÏÞÎÁÑ. ðÕÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÒÄÉ- ÎÁÌ fi ÍÅÎØÛÅ ¸ + ‚. õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÏÎ ÍÅÎØÛÅ ¸ + ˛ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ˛ < ‚. åÓÌÉ fi < ¸, ŒÓč ÏÞÅŒÉÄÎÏ. åÓÌÉ fi ⩾ ¸, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ fi = ¸ + ff. ôÏÇÄÁ ¸ + ff < ¸ + + ‚ É ÐÏÔÏÍÕ ff < ‚. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÒÄÉÎÁÌ ‚ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ, ff + 1 ÔÁËÖÅ ÍÅÎØÛÅ ‚ É ÏÓÔÁčÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔØ ˛ = ff + 1.

õËÁÚÁÎÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÐÅÒÁ- ÃÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÁË ËÁË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏ ˛ (ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÄŒÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÏÂÌÁ- ÄÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ŒÏÚØÍčÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ˛, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÎÉ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ É Ô. Ä.). ⊳

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ: ôÅÏÒÅÍÁ 39. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

¸0 = 0;

¸(˛ + 1) = ¸˛ + ¸;

¸‚ = sup{¸˛ | ˛ < ‚} ÄÌÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ‚ ≠ 0:

üÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÑ.

⊲ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ fi < ¸‚ ÄÌÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ‚, ÔÏ fi < ¸˛ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ˛ < ‚. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ÎÁ Ó. 102, ÏÒÄÉ- ÎÁÌ fi ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ fi = ¸‚^′ + ¸^′ ÐÒÉ ‚^′ < ‚; ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ˛ = ‚^′ + 1. ⊳ œÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÖÅÌÁÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁ- ÃÉÀ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÓÔÅÐÅÎØ. íÙ ÕÖÅ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉ- ÌÉ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÃÅÌÕÀ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ (¸^n ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ n ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÒÁŒÎÙÈ ¸). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ- ŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ A ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ ÐÏ ÔÉÐÕ ¸, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A^n ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ A Ó ÏÂÒÁÔ- ÎÙÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ (ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ) ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ ÐÏ ÔÉÐÕ ¸^n.

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ¸^!. ðÅÒŒÁÑ ÉÄÅÑ, ÐÒÉ- ÈÏÄÑÝÁÑ Œ ÇÏÌÏŒÕ | ŒÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A^NÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÎčÍ ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÒÑ- ÄÏË. îÏ ËÁË ÅÇÏ ŒŒÅÓÔÉ | ÎÅÑÓÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÒÏ- ÂÏŒÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÓÔÅÐÅÎØ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ:

¸^0 = 1;

¸^{˛+1} = ¸^˛ · ¸;

¸^‚ = sup{¸^˛ | ˛ < ‚} ÄÌÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ‚ ≠ 0:

ôÅÏÒÅÍÁ 18 (Ï ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁÄ ÏÒÄÉÎÁÌÁÍÉ, ËÏÔÏÒÁÑ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÏÚŒÅ- ÄÅÎÉÅÍ Œ ÓÔÅÐÅÎØ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÕÔ ÏÐÑÔØ ÍÙ ÐÏÄÈÏÄÉÍ Ë ÏÐÁÓÎÏÊ ÇÒÁÎÉ- ÃÅ ÐÁÒÁÄÏËÓÏŒ É ŒÙÎÕÖÄÅÎÙ ŒÙÒÁÖÁÔØÓÑ ÕËÌÏÎÞÉŒÏ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÇÏŒÏÒÉÌÁ ÏÂ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ, Á ÏÒÄÉÎÁÌÙ ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ | ÉÈ ÓÌÉÛ- ËÏÍ ÍÎÏÇÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Œ ÎÅÊ ÛÌÁ ÒÅÞØ Ï ÆÕÎËÃÉÑÈ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ËÏÔÏÒÏ- ÇÏ ÚÄÅÓØ ÔÏÖÅ ÎÅÔ. ðÏÄÏÂÎÙÅ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÂÏÓÎÏŒÁÔØ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÉÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÁËÓÉÏÍÙ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ, ÎÏ ÍÙ ÏÂ ÜÔÏÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ. œÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÑŒÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÓÔÅÐÅÎØ, ÓŒÏÂÏÄÎÏÅ ÏÔ ÜÔÉÈ ÐÒÏÂÌÅÍ.

þÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ ÓÍÙÓÌ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÓÔÅÐÅÎØ, ÐÏÓÍÏ- ÔÒÉÍ, ËÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÏÒÄÉÎÁÌ ¸^! (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ¸).

ðÕÓÔØ A | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÐÏ ÔÉÐÕ ¸. ïÒ- ÄÉÎÁÌ ¸^! ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÅÓÔØ ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ¸^n ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n. ïÒÄÉÎÁÌ ¸^n ÅÓÔØ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÔÉÐ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A^n, ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁ- ÆÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A^n ËÁË ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, A^2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÁÒ ⟨a_1; a_2⟩ É ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ Œ A^3, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÔÒÏÅË ⟨a_1; a_2; 0⟩. (úÄÅÓØ 0 | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ A.) ôÅÐÅÒØ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A^n ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ËÁË ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A^∞, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ a_0; a_1; : : :, ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ A É Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏŒ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ. (ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÄÅ- ÌÁÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ | ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÓÁÍÕÀ ÐÒÁŒÕÀ ÐÏÚÉÃÉÀ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ, É ÓÒÁŒÎÉ- ŒÁÅÍ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÜÔÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ.) œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÜÔÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÁÀÔ ŒÓč A^∞, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ ¸^!.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏËÁ- ÚÁÔÅÌÑ ÓÔÅÐÅÎÉ.

ðÕÓÔØ A É B | ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÅ ÔÉÐÙ ¸ É ˛. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ [B → A] ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ B Œ A, ÉÍÅÀÝÉÈ ĂËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØĄ (ÒÁŒÎÙÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ A ŒÓÀÄÕ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ). œŒÅÄčÍ ÎÁ [B → A] ÐÏÒÑÄÏË: ÅÓÌÉ f_1 ≠ f_2, ŒÙÂÅÒÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f_1(b) ≠ f_2(b) É ÓÒÁŒÎÉÍ f_1(b) É f_2(b).

ôÅÏÒÅÍÁ 40. õËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÚÁÄÁčÔ ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÒÑ- ÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ [B → A] É ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÔÉÐ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÅÓÔØ ¸^˛ .

⊲ îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ É ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ.

îÁÚÏŒčÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ∈ [B → A] ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ ÔÅÈ b ∈ B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(b) > 0 (ÚÄÅÓØ 0 ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A). îÁÚÏŒčÍ ÒÁÎÇÏÍ

ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÏÓÉÔÅÌÑ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÀ ÎÏÓÉÔÅÌØ ËÏÎÅÞÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ). òÁÎÇ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÒÏÍÅ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ [B → A]. þÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÒÁÎÇ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÓÁÍÁ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ŒŒÅÄčÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÐÏ- ÒÑÄËÁ.

ðÕÓÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ [B → A] ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ É f_0 > > f_1 > f_2 > : : : | ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ [B → A]. œÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ f_i ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ 0; ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÉÈ ÒÁÎÇÉ. üÔÉ ÒÁÎÇÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅ- ÓÔÁ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅ- ÎÏ). ïÔÂÒÏÓÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÎÇÉ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ É ÒÁŒÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ b. œ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ f_0(b); f_1(b); : : : ÏÂÒÁÚÕ- ÀÔ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÞÉ- ÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ. ïÔÂÒÏÓÉŒ ÎÁ- ÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ f_i ÉÍÅÀÔ ÏÄÉ- ÎÁËÏŒÙÊ ÒÁÎÇ b É ÏÄÉÎÁËÏŒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f_i(b). ôÏÇÄÁ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ f_i(b) ÎÅ ŒÌÉÑÀÔ ÎÁ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ, É ÐÏÔÏÍÕ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ 0. ðÏÌÕÞÉÍ ÕÂÙŒÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ [B → A] Ó ÒÁÎÇÁÍÉ ÍÅÎØÛÅ b. þÔÏÂÙ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÏÓÔÁčÔÓÑ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÐÒÉÎÃÉÐ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ B.

(âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÂÙŒÁ- ÀÝÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. õ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÎÇ ÐÅÒŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ ÉÚ ÎÉÈ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏÔ ÒÁÎÇ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÊ; ÐÕÓÔØ b | ÜÔÏ ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. œ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÍÅÀÔ ÒÁÎÇ b. éÚ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÅÊ f_0 > f_1 > : : : ŒÙÂÅÒÅÍ ÔÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f_0(b) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ; ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Åč ÞÌÅÎÙ ÉÍÅÀÔ ÔÏ ÖÅ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ b (Ô. Å. f_i(b) = f_0(b)). úÁÍÅÎÉŒ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ b ÎÕÌčÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÕÂÙŒÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÎÇÁ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ.)

ôÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÑŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅ-

ÎÉ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ. äÌÑ ËÏÎÅÞ- ÎÙÈ n ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ ‚ = ˛+1. ëÁËÏŒÏ (ÑŒÎÏÅ) ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ¸^‚ ? ðÕÓÔØ B ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ ÐÏ ÔÉÐÕ ˛. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë B ÎÏŒÙÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ m) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ B∪{m} → A Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÐÁÒÏÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÅÇÏ ÓÕÖÅÎÉÑ ÎÁ B (ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏ- ÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ [B → A]) É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ m. ðÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ m, Á ÐÏÔÏÍ ÓÕÖÅÎÉÑ ÎÁ B, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ [B → A] × A, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ‚ | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ ÐÏ ÔÉÐÕ ‚. ëÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ [C → A]? üÌÅÍÅÎÔÙ, ÒÁÎÇ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ c ∈ ∈ C, ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÎčÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, É ÜÔÏÔ ÎÁÞÁÌØ- ÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ [[0; c) → A]. á ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ [C → A] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔ- ÒÅÚËÏŒ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÍÅ- ÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ) É ÐÏÔÏÍÕ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÔÉÐ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÉÈ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÈ ÔÉÐÏŒ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ⊳

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 41. åÓÌÉ ¸ É ˛ | ÓÞčÔÎÙÅ ÏÒÄÉÎÁÌÙ, ÔÏ ¸+˛, ¸˛ É ¸^˛ ÓÞčÔÎÙ.

⊲ äÌÑ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. äÌÑ ÓÔÅÐÅÎÉ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÒÏÎÕÍÅÒÏŒÁÌÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÐÏÌ- ÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ [B → A] ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÓÐÉÓ- ËÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÎÏÓÉÔÅÌØ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÈ ÎÏÓÉÔÅÌÑ), Á ÔÁËÉÈ ÓÐÉÓËÏŒ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ⊳

130. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ff^{fi+fl} = ff^fi · ff^fl ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ: ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ É Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÑŒÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ.

131. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (ff^fi )^fl = ff^{fifl} .

132. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ff ⩾ 2, ÔÏ ff^fi ⩾ fffi. 133. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ !^fl = ff + fi ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÒÄÉ- ÎÁÌÏŒ ff, fi É fl, ÔÏ ÌÉÂÏ fi = 0, ÌÉÂÏ fi = !^fl .

134. ëÁËÉÅ ÏÒÄÉÎÁÌÙ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ÍÅÎØÛÉÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ?

135. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÞčÔÎÏÓÔØ ff^fi ÄÌÑ ÓÞčÔÎÙÈ ff É fi, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ.

136. äÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ ff ¿ 1. õËÁÖÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÏÒÄÉÎÁÌ fi ¿ 0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ fffi = fi. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÕÍÎÏÖÉÔØ x ÎÁ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ 1 + x + x^2 + x^3 + : : : ?)

ïÔÍÅÔÉÍ ŒÁÖÎÕÀ ÒÁÚÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ŒÏÚŒÅÄÅ- ÎÉÑ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ Œ ÓÔÅÐÅÎØ É ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÍÉ ÏÐÅ- ÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ. ïÐÒÅÄÅÌÑÑ ÓÕÍÍÕ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ, ÍÙ ŒŒÏÄÉÌÉ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÓÕÍÍÅ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ), ÚÄÅÓØ ÖÅ ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ [B → A] ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó ÕÞčÔÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ É ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ A^B . (œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ ÓÞčÔÎÙÈ A É B ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ [B → A] ÓÞčÔÎÏ, Á A^B | ÎÅÔ.)

ñŒÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ [B → A] ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁËÏÊ ŒÉÄ ÉÍÅÀÔ ÏÒÄÉÎÁÌÙ, ÍÅÎØÛÉÅ ¸^˛.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈ [B → A]. ðÕÓÔØ ÏÎÁ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ Œ ÔÏÞËÁÈ b_1 > b_2 > : : : > b_k É ÐÒÉ- ÎÉÍÁÅÔ ÔÁÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a_1, a_2, : : : , a_k. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÍÅÎØÛÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f.

œÓÅ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ Œ ÔÏÞËÁÈ, ÂÏÌØÛÉÈ b_1. œ ÓÁ- ÍÏÊ ÔÏÞËÅ b_1 ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÉÂÏ ÍÅÎØÛÅ a_1, ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÙ a_1. ìÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ. æÕÎËÃÉÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÁÈ, ÍÅÎØÛÉÈ b_1, Á Œ ÔÏÞËÅ b_1 ÉÍÅÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÚ [0; a_1). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ [[0; b_1) → A] × × [0; a_1), É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÏÒÑ- ÄÏË.

æÕÎËÃÉÉ ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ (ÒÁŒÎÙÅ a_1 Œ ÔÏÞËÅ b_1) ÓÎÏ- ŒÁ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄŒÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ: ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÔÏÞ- ËÅ b_2 ÍÅÎØÛÅ a_2 É ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ b_2 ÒÁŒÎÙ a_2. æÕÎËÃÉÉ ÐÅÒŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÔÓÑ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ [[0; b_2) → A] × [0; a_2). æÕÎËÃÉÉ ŒÔÏÒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÎÏŒÁ ÒÁÚÏÂØčÍ ÎÁ ÞÁÓÔÉ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ

ÔÏÞËÅ b_3 É Ô. Ä. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, [0; f) ËÁË ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ

[[0; b_1) → A] × [0; a_1) + [[0; b_2) → A] × [0; a_2) + : : : + + [[0; b_k) → A] × [0; a_k):

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÏÒÄÉÎÁÌÁÍ (ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ | ÜÔÏ ÍÅÎØ- ÛÉÅ ÏÒÄÉÎÁÌÙ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 42. œÓÑËÉÊ ÏÒÄÉÎÁÌ, ÍÅÎØÛÉÊ ¸^˛, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

¸^{˛1} ¸_1 + ¸^{˛2} ¸_2 + : : : + ¸^{˛k} ¸_k;

ÇÄÅ ˛ > ˛_1 > ˛_2 > : : : > ˛_k, Á ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_k < ¸. ôÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É ÌÀÂÁÑ ÓÕÍÍÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÉ- ÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÄÉÎÁÌÏÍ, ÍÅÎØÛÉÍ ¸^˛.

⊲ œÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁ- ÚÁÌÉ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÓÕÍÍÁ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ Œ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ [B → A] (ÇÄÅ A É B ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ ÐÏ ÔÉÐÁÍ¸ É ˛) É ÒÁÚÎÙÍ ÓÕÍÍÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ. ⊳

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÎÁÍÉ ÒÁÎÅÅ (Ó. 103) ĂÐÏÚÉÃÉÏÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó ÏÓÎÏŒÁÎÉÅÍ ¸Ą ÄÌÑ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ, ÍÅÎØÛÉÈ ¸^k; ÔÅÐÅÒØ ŒÍÅÓÔÏ k ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÏÒÄÉÎÁÌ.

íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÒÁÚÕ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ [B → A] ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ŒÉÄÁ

¸^{˛1} ¸_1 + ¸^{˛2} ¸_2 + : : : + ¸^{˛k} ¸_k

(ÇÄÅ ˛ > ˛_1 > : : : > ˛_k É ¸_1; : : : ; ¸_k < ¸) Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÎÁ ÎÉÈ.

ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÐÏÎÑÔÎÏ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÏÒÄÉÎÁÌÙ Œ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !^! ; !^{(!! )}; : : :

ðÅÒŒÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎ ĂÏÄÎÏÜÔÁÖÎÙÍÉĄ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ !^{b1} a_1 + !^{b2} a_2 + : : : + !^{bk} a_k;

ÇÄÅ a_i É b_i | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (É b_1 > : : : > b_k). åÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ b_1; : : : ; b_k ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÐÉÓÁÔØ ÌÀÂÙÅ ĂÏÄÎÏÜÔÁÖ- ÎÙÅĄ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ĂÄŒÕÈ- ÜÔÁÖÎÙÅĄ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ ÐÏ ÔÉÐÕ !^{(!! )}. òÁÚÒÅ- ÛÉŒ Œ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑÈ ÄŒÕÈÜÔÁÖÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÈÜÔÁÖÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÒÄÉÎÁÌ É Ô. Ä. åÓÌÉ ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ ŒÓÅ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÜÔÁÖÅÊ (ËÏÔÏÒÏÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏ- ÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ËÏÎÅÞÎÏ), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ, ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÐÏ ÔÉÐÕ

sup(!; !^! ; !^{(!! )}; : : : )

üÔÏÔ ÏÒÄÉÎÁÌ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ "_0.

137. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

”0 = ! + !^! + !^{(!! )} + : : :

138. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ĂÔÏÔÁÌØ- ÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ k ÎÁ lĄ (ÚÄÅÓØ k É l | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞčÍ l ¿ k) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÚÁ- ÐÉÛÅÍ Œ k-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ k, ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÓÎÏŒÁ ÚÁÐÉÛÅÍ Œ k-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ, ÎÏŒÙÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÔÁËÖÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍ É Ô. Ä. úÁÔÅÍ ÎÁ ŒÓÅÈ ÕÒÏŒÎÑÈ ÚÁ- ÍÅÎÉÍ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ k ÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ l É ŒÙÞÉÓÌÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÕ- ÞÉŒÛÅÇÏÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÞÁŒ Ó ÌÀÂÏÇÏ n É ŒÙ- ÐÏÌÎÑÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ĂŒÙÞÉÔÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ { ÔÏÔÁÌØÎÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ 2 ÎÁ 3 { ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ { ÔÏÔÁÌØÎÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ 3 ÎÁ 4 { ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ { ÔÏÔÁÌØÎÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ 4 ÎÁ 5 { : : : Ą, ÍÙ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÚÁÊÄčÍ Œ ÔÕÐÉË, Ô. Å. ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÕÌØ É ŒÙÞÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÕ ÂÕ- ÄÅÔ ÎÅÌØÚÑ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÚÁÍÅÎÉÍ ŒÓÅ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÎÁ ÏÒÄÉ- ÎÁÌ !; ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ, ÍÅÎØÛÉÈ ”0 .)

2.13. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ

œ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÅ ÓÌÕÞÁÅŒ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉ- ÅÍ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ É ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅ- ÎÉÔØ ÓÓÙÌËÏÊ ÎÁ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓÔÁ- ÎÏŒÉÔÓÑ ÍÅÎÅÅ ÎÁÇÌÑÄÎÙÍ, ÎÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÂÙŒÁÀÔ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ

ÕÄÁčÔÓÑ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÎÅÑÓÎÏ, ËÁË ÂÙ ÜÔÏ ÓÌÅÄÏŒÁ- ÌÏ ÄÅÌÁÔØ), É ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏ- ÞÅÎÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ. œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÄŒÁ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁ.

ðÅÒŒÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. (äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.) óÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ff-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÓÞčÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ É ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÀ. (üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ A ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ R \ A, É ŒÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ A_0, A_1, : : : ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ A_0 ∪ A_1 ∪ : : : É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ A_0 ∩ A_1 ∩ : : : ) ðÒÉÍÅÒ: ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ P (R) ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÑÍÏÊ, ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ff-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 43. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ff-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÁÑ ŒÓÅ ÏÔÒÅÚËÉ [a; b] ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ.

⊲ æÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÔÁË: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ff-ÁÌÇÅÂÒÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ. éÈ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ff-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, É ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ŒÓÅ ÏÔ- ÒÅÚËÉ. (œÏÏÂÝÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ff-ÁÌÇÅÂÒ ÂÕÄÅÔ ff-ÁÌÇÅÂÒÏÊ | ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ.) üÔÁ ff-ÁÌÇÅÂÒÁ É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ. ⊳

íÎÏÖÅÓÔŒÁ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÜÔÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ff-ÁÌÇÅÂÒÕ, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÍÉ.

139. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ É ŒÓÑËÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÍ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÏÔ- ËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ Œ ÎčÍ ÏÔ- ÒÅÚËÏŒ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ.)

140. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

141. ðÕÓÔØ f0, f1, : : : | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË x, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ f0(x), f1(x), : : : ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÍ.

âÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÇÒÁÀÔ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÄÅ- ÓËÒÉÐÔÉŒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. îÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÌÉÛØ ÐÒÏ-

ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏŒÁÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕË- ÃÉÉ (ŒÒÑÄ ÌÉ ÌÅÇËÏ ÚÁÍÅÎÑÅÍÏÊ ÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÌÅÍ- ÍÙ ãÏÒÎÁ) ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ:

ôÅÏÒÅÍÁ 44. óÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ.

⊲ ëÌÁÓÓ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÐÏ- ÓÔÅÐÅÎÎÏ. îÁÞÎčÍ Ó ÏÔÒÅÚËÏŒ É ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÊ Ë ÏÔÒÅÚËÁÍ. îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÞčÔÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÏÔÒÅÚËÏŒ É ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÊ Ë ÎÉÍ).

142. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ (ÓÒÅÄÉ ÐÒÏÞÅÇÏ) ŒÓÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ É ŒÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÑÍÏÊ.

äÁÌÅÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÞčÔÎÙÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ É ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É Ô. Ä.

âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ B_0 | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ É ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÊ Ë ÎÉÍ. ïÐÒÅ- ÄÅÌÉÍ B_{i+1} ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ËÁË ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÑŒÌÑÀ- ÝÉÈÓÑ ÓÞčÔÎÙÍÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑÍÉ ÉÌÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ÉÚ B_i.

œÓÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ B_i ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÞčÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÉÌÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÂÏÒÅ- ÌÅŒÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÍ). éÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔ ÌÉ ÏÎÉ ŒÓÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ? œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÔ: ÅÓÌÉ ÍÙ ŒÏÚØÍčÍ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓ- ÓÁ B_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 0; 1; 2; : : : É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÈ ÓÞčÔÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÔÏ ÏÎÏ ŒÐÏÌÎÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ËÌÁÓÓÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ B_!, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÓÏÂÏÊ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ B_i ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÁ- ÔÕÒÁÌØÎÙÍ i, ÚÁÔÅÍ B_{!+1}, B_{!+2} É Ô. Ä. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÏŒ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ B_{!2} É ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ.

äÁÄÉÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ B_¸ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÄÉ- ÎÁÌÁ ¸. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÒÅËÕÒ- ÓÉÉ. éÍÅÎÎÏ, ÐÒÉ ¸ = ˛ + 1 ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÌÁÓÓÁ B_¸ ÂÕÄÕÔ ÓÞčÔÎÙÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ ËÌÁÓ- ÓÁ B_˛. åÓÌÉ ¸ | ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ 0, ÔÏ ËÌÁÓÓ B_¸ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ B_˛ ÐÏ ŒÓÅÍ ˛ < ¸. (ëÌÁÓÓ B_0 ÍÙ ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ.)

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B_¸ ⊂ B_˛ ÐÒÉ ¸ < ˛, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÃÅÐØ ËÌÁÓÓÏŒ. ëÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÀ (ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÍÙ ÏÂ ÜÔÏÍ ÐÏÚÁÂÏÔÉÌÉÓØ, ÄÁÌÅÅ ÐÏ ÉÎ- ÄÕËÃÉÉ). œÓÅ ËÌÁÓÓÙ B_¸ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ËÌÁÓÓÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÔÁË ËÁË ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÌÉÛØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÞčÔ- ÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÚÁÍËÎÕÔ.

œÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ: ËÁË ÄÁÌÅËÏ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ? ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÊÔÉ ÄÏ ÐÅÒŒÏÇÏ ÎÅÓÞčÔÎÏÇÏ ÏÒÄÉÎÁÌÁ.

ðÕÓÔØ ℵ_1 | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÎÅÓÞčÔÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ. (üÔÏ | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ.) äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ℵ_1 ÅÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÞčÔÎÙÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ, ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ < ÎÁ ÏÒÄÉÎÁÌÁÈ.

ìÅÍÍÁ. ëÌÁÓÓ B_{ℵ1} ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÞčÔÎÙÈ ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÊ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ É ÐÏÔÏÍÕ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÂÏÒÅÌÅŒ- ÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÞčÔÎÁÑ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒ B_0; B_1; : : : , ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ B_{ℵ1} . ïÒÄÉÎÁÌ ℵ_1 | ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ, É ËÌÁÓÓ B_{ℵ1} ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÅÎØÛÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ B_i ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ËÌÁÓÓÕ B_{¸i} , ÇÄÅ ¸_i | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ, ÍÅÎØÛÉÊ ℵ_1, Ô. Å. ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ. ðÏÌÏÖÉÍ ˛ = sup_i ¸_i. ïÒÄÉÎÁÌ˛ ÅÓÔØ ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÞčÔÎÙÈ ÏÒ- ÄÉÎÁÌÏŒ É ÐÏÔÏÍÕ ÓÞčÔÅÎ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÄÉÎÁÌÙ ˛_i ËÁË ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÂÏÌØ- ÛÅÍ ÏÒÄÉÎÁÌÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ℵ_1); ÉÈ ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÂÕÄÅÔ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÞčÔÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ É ÐÏÔÏÍÕ ÂÕÄÅÔ ÓÞčÔÎÙÍ ÏÒÄÉÎÁÌÏÍ.

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ŒÓÅ B_i ÌÅÖÁÔ Œ B_˛ , Á ÐÏÔÏÍÕ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ (ÉÌÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ) ÌÅÖÉÔ Œ B_{˛+1} É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ Œ B_{ℵ1} (ÐÏÓËÏÌØËÕ ˛ + 1 ÅÓÔØ ÓÞčÔÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ É ÍÅÎØÛÅ ℵ_1).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓ B_{ℵ1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ff-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÅÊ ÏÔÒÅÚËÉ, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ŒÓÅ ËÌÁÓÓÙ B_¸ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÂÏÒÅ-

ÌÅŒÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÔÁË ÞÔÏ ËÌÁÓÓ B_{ℵ1} ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ŒÓÅÈ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÌÁÓÓÏŒ? ëÌÁÓÓ B_0 ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ (ÏÔÒÅÚËÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ). åÓÌÉ ËÌÁÓÓ B_¸ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ, ÔÏ É ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ B_{¸+1} ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ (ËÁÖÄÙÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÓÞčÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ, Á c^{ℵ0} = c). ëÁ- ÖÄÙÊ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ, É ÐÏËÁ ÍÙ ÎÅ ŒÙÈÏÄÉÍ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÓÞčÔÎÙÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ, ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÓÞčÔÎÏ, Á cℵ_0 = c, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ŒÙÈÏÄÉÍ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ. îÁËÏÎÅÃ, B_{ℵ1} ÅÓÔØ ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ (Á ÉÍÅÎ- ÎÏ, ℵ_1 ËÌÁÓÓÏŒ), ÎÏ ÔÁË ËÁË ℵ_1 ⩽ c, ÔÏ cℵ_1 = c.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓ B_{ℵ1} , ÏÎ ÖÅ ËÌÁÓÓ ŒÓÅÈ ÂÏÒÅÌÅŒ- ÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ. ⊳ ïÂÙÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁÞÉÎÁÅÔ- ÓÑ ÎÅÍÎÏÇÏ ÉÎÁÞÅ. éÍÅÎÎÏ, ÎÁ ÎÉÖÎÅÍ ÕÒÏŒÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÀÔÓÑ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ: ÏÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÕÒÏŒÎÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ F_ff (ÓÞčÔÎÙÅ ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ) É G_‹ (ÓÞčÔÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅ- ÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ). åÝč ÎÁ ÕÒÏŒÅÎØ ŒÙÛÅ ÌÅÖÁÔ ÓÞčÔÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ F_ff É ÓÞčÔÎÙÅ ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ G_‹, É Ô. Ä. ôÁËÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏ- ÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÒÅÚËÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙ. íÏÖÎÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍ ÐÏÄÈÏÄÏÍ É ÎÁÛÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÅŒÅÌÉËÁ.

143. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄŒÕÈ Fœ-ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ Fœ -ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ (É ŒÏÏÂÝÅ ËÌÁÓÓÙ Fœ, Gffi , Á ÔÁËÖÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÒÏŒÎÅÊ, ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÊ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ).

144. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fœ- É Gffi -ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÌÅÖÁÔ Œ ËÌÁÓÓÅ B2 Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÎÁÛÅÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ.

145. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÁ B2 ÏÔÌÉÞÁ- ÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Fœ - ÉÌÉ Gffi -ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

146. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÁ B3 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÞčÔÎÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ Fœ-ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅ-

ÎÉÅÍ Gffi -ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ŒÙÓÏËÉÈ ÕÒÏŒÎÅÊ ÎÁÛÅÊ ÉÅÒÁÒÈÉÉ.

147. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÒÅÄÉ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔ- ÓÑ ŒÓÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÑÍÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ Gffi -ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÒÅÄÉ ÓÅÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ŒÓÅ Gffi -ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÑÍÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÒÏŒÎÅÊ.

148. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Gffi -ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÅ ÑŒÌÑ- ÀÝÅÅÓÑ Fœ -ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÞčÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ Gffi -ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÓÞčÔÎÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅ- ÎÉÅÍ Fœ-ÍÎÏÖÅÓÔŒ É Ô. Ä. (õËÁÚÁÎÉÅ: ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.)

ïÒÄÉÎÁÌÙ ÞÁÓÔÏ ÐÏÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏ ĂÒÁÎÇÁÍĄ. îÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÎÏ- ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 45. ðÕÓÔØ X | ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ rk, ÏÐÒÅÄÅÌčÎ- ÎÁÑ ÎÁ X É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ËÌÁÓÓÅ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

rk(x) = min{¸ | ¸ > rk(y) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y < x}

(ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ X).

⊲ ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X_¸ ÒÅËÕÒÓÉÅÊ ÐÏ ÏÒÄÉÎÁÌÕ ¸: X_¸ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x ∈ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÍÅÎØÛÉÅ ÉÈ (Œ X) ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ X_˛ Ó ÍÅÎØÛÉÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ˛:

x ∈ X_¸ ⇔ (∀y < x) (∃˛ < ¸) (y ∈ X_˛ ):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ (ËÁË É Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ) ÚÎÁË < ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Œ ÄŒÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÓÍÙÓÌÁÈ: ËÁË ÐÏÒÑ- ÄÏË ÎÁ X É ËÁË ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÏÒÄÉÎÁÌÁÈ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Ó ÒÏÓÔÏÍ ¸ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X_¸ ÒÁÓÔčÔ (ÔÏÞ- ÎÅÅ, ÎÅ ÕÂÙŒÁÅÔ). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ- ÛÏÍ ¸ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X_¸ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ŒÓč A. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÉÚ ˛ < ‚ ÓÌÅÄÕÅÔ X_˛ ⊊ X_‚ (ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÊ Œ X_˛, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ X_‚ ). ðÏ-

ÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¸ → X_¸ ÂÕÄÅÔ ÉÎSSÅËÃÉÅÊ, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ (ŒÏÚØÍčÍ ÏÒÄÉÎÁÌ, ÐÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÉÊ P (X); ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÉÈ ÅÍÕ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ ÕÖÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ).

ôÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ rk(x) ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ¸, ÐÒÉ ËÏÔÏ- ÒÏÍ x ∈ X_¸. åÓÌÉ rk(x) = ¸ É y < x, ÔÏ rk(y) < ¸. (œ ÓÁ- ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ X_¸ ÉÚ x ∈ X_¸ É y < x ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ y ∈ X_˛ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ˛ < ¸.) îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÒÄÉÎÁÌÁ ‚ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ rk(y) < ‚ ÐÒÉ ŒÓÅÈ y < x, ÔÏ rk(x) ⩽ ‚. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÏÇÄÁ ÌÀ- ÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ y < x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ X_˛ Ó ˛ < ‚ (ÐÏÌÏÖÉÍ ˛ = rk(y)) É ÐÏÔÏÍÕ x ∈ X_‚ É rk(x) ⩽ ‚.

éÔÁË, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÑ rk ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕ- ÅÍÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÏŒÓÅÍ ÌÅÇËÏ: ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÄŒÅ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ Œ X, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÉ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ, É ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÐÏ- ÌÕÞÉÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. ⊳

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÞčÔÎÙÅ ÏÒÄÉÎÁÌÙ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÄÅÒÅŒØÅŒ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÕÔÅÊ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÏÒÎÅŒÙÅ ÄÅÒÅŒØÑ Ó ËÏ- ÎÅÞÎÙÍ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÙÍ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅÍ (Õ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÙÎÏŒÅÊ), Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÊ ŒÅÔŒÉ (ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÅÒÛÉÎ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÁÑ ÅÓÔØ ÓÙÎ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ).

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÔÁËÏÅ ÄÅÒÅŒÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ N^∗ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÚÑÔÉÑ ÐÒÅÆÉËÓÁ (ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ T , ÔÏ ÌÀÂÏÊ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ T ). üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÄÅÒÅŒÁ; ŒÅÒÛÉÎÁ y ÅÓÔØ ÓÙÎ ŒÅÒÛÉÎÙ x, ÅÓÌÉ y ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ x ÐÒÉÐÉÓÙŒÁ- ÎÉÅÍ ÓÐÒÁŒÁ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. œÅÒÛÉÎÁ y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÔÏÍËÏÍ ŒÅÒÛÉÎÙ x, ÅÓÌÉ y ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ Ë x ÏÄÎÏÇÏ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÞÉÓÅÌ.

íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ Œ ÄÅÒÅŒÅ T ÎÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ŒÅÔŒÉ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁ- ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ŒÓÅ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ T . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ

y < x ⇔ y ÅÓÔØ ÐÏÔÏÍÏË x

ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÏ É ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÏÐÒÅÄÅÌÉŒ ÒÁÎÇÉ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅŒÁ T . òÁÎÇ ÅÇÏ ËÏÒÎÑ (ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ 0) É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÒÁÎÇÏÍ ÄÅÒÅŒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 46. (Á) òÁÎÇ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ (ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÞčÔÎÙÍ ÏÒÄÉÎÁÌÏÍ.

(Â) œÓÑËÉÊ ÓÞčÔÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ.

⊲ (Á) ðÕÓÔØ ÒÁÎÇ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÎÇ ÅÇÏ ËÏÒÎÑ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÞčÔÎÙÍ ÏÒÄÉÎÁÌÏÍ. ôÏÇÄÁ ÒÁÎÇ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÙÎÏŒÅÊ ËÏÒÎÑ ÔÁËÖÅ ÎÅÓÞčÔÅÎ. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÞčÔÎÙÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÞčÔÎÙÍ ÏÒÄÉÎÁÌÏÍ; ÜÔÏ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÑÓÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÜÔÉ ÏÒÄÉÎÁÌÙ ËÁË ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÂÏÌØÛÅÇÏ | ÔÏÇÄÁ ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÂÕÄÅÔ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ.) õ ÜÔÏÇÏ ÓÙÎÁ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÅÓÔØ ÓÙÎ ÎÅ- ÓÞčÔÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ É Ô. Ä. üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÒŒÁÔØ- ÓÑ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ŒÅÔŒØ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÉ Ó ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ.

(Â) üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ: ÐÕÓÔØ ¸ | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÓÞčÔÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ ÎÅÔ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÅÎØÛÉÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ ÄÅÒÅŒØÑ ÅÓÔØ. œÏÚØÍčÍ ÜÔÉ ÄÅÒÅŒØÑ É ÓÄÅÌÁÅÍ ÉÈ ÐÏÄÄÅÒÅŒØÑÍÉ Ó ÏÂÝÉÍ ËÏÒÎÅÍ (ÉÈ ËÏÒÎÉ ÓÔÁÎÕÔ ÓÙÎÏŒØÑÍÉ ÜÔÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ËÏÒÎÑ). îÏŒÏÅ ÄÅÒÅŒÏ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÓÞčÔÎÏÅ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ É ÒÁÎÇ ÅÇÏ ËÏÒÎÑ ÒÁŒÅÎ ¸. ⊳

149. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÞčÔÎÏÅ ÄÅÒÅŒÏ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÅ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÙÈ ŒÅÔŒÅÊ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ÅÇÏ ÌÉÓÔÅ ÎÁÈÏÄÉÔ- ÓÑ ÏÔÒÅÚÏË ÉÌÉ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏ ÏÔÒÅÚËÁ, Á Œ ËÁÖÄÏÊ ŒÎÕÔÒÅÎ- ÎÅÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÓÔÏÉÔ ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÌÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ. ëÁË ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÔÁËÏÍÕ ÄÅÒÅŒÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ? (õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÇÌÁÓÏ- ŒÁÎÎÏÅ Ó ÐÏÍÅÔËÁÍÉ.) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ.

äÅÒÅŒØÑ Ó ÐÏÍÅÔËÁÍÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ Œ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ËÁË ÂÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÓÏ- ÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ É ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÊ Ë ÎÉÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (ËÏÎÅÞÎÙÅ

ÄÅÒÅŒØÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÌÉ ÂÙ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ). íÏÖ- ÎÏ ÕÓÌÏŒÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÉÅÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÓËÏÒÅÅ ÚÁÂÁŒÎÙÊ, ÞÅÍ ŒÁÖ- ÎÙÊ, ÐÒÉÍÅÒ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ É ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 47. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÒÏŒÎÏ Œ ÄŒÕÈ ÔÏÞËÁÈ.

⊲ ôÒÅÂÏŒÁÎÉÑ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÎÏ ÌÀÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ Œ ÄŒÕÈ ÔÏÞËÁÈ.

âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÒÅËÕÒ- ÓÉÅÊ. ðÕÓÔØ ¸ | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÍÏÝ- ÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ. (åÓÌÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ-ÇÉÐÏÔÅÚÁ ŒÅÒÎÁ, ÔÏ ÏÎ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ℵ_1, ÎÏ ÜÔÏ ÎÁÍ ÎÅ ŒÁÖÎÏ.) ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ ŒÓÅÈ ÍÅÎØÛÉÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ l_˛ | ÐÒÑÍÁÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÏÒÄÉ- ÎÁÌÕ ˛ < ¸.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ˛ < ¸ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M_˛ , Œ ËÏÔÏ- ÒÏÍ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÂSSÅÄÉÎÉÍ ŒÓÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÒÁÎÅÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ M_‚ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ‚ < ˛. íÏÇÕÔ ÌÉ Œ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ T ) ËÁËÉÅ-ÔÏ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÂÅÒÕÔÓÑ ÉÚ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ M_{‚1} , M_{‚2} , M_{‚3} ; ŒÏÚØÍčÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÉÚ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ ‚_1, ‚_2, ‚_3; Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÂÕÄÕÔ ÔÒÉ ÔÏÞ- ËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ŒÏ ÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÑÍÁÑ l_˛ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T . ôÁËÉÈ ÔÏÞÅË (ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÄŒÕÈ. åÓÌÉ ÉÈ ÒÏŒÎÏ ÄŒÅ, ÔÏ ŒÓč ÈÏÒÏÛÏ É ÍÙ ÎÏŒÙÈ ÔÏ- ÞÅË ÎÅ ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ M_˛ = T . åÓÌÉ ÉÈ ÍÅÎØ- ÛÅ, ÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÎÏŒÙÅ ÔÏÞËÉ (ÄÏ ÄŒÕÈ), ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÏÂÒÁÚÏŒÁÌÏÓØ ÔÒčÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÅÌØÚÑ ÄÏ- ÂÁŒÌÑÔØ ÔÏÞËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ l_˛ Ó ÐÒÑ-

ÍÙÍÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÐÁÒÙ ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ ÔÏÞÅË.

óËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓËÏÌØËÏ ÐÁÒ ÕÖÅ ÉÍÅ- ÀÝÉÈÓÑ ÔÏÞÅË)? ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÕÖÅ ÉÍÅÀ- ÝÉÅÓÑ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÐÏ ÄŒÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ l_‚ ÐÒÉ ‚ < ˛. (óÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ŒËÌÀÞÉÔØ Œ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ.) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T ÐÏ ÍÏÝ- ÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ 2˛ = ˛, Á ÐÁÒ ÔÏÞÅË ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ˛^2 = ˛ < c. ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÌÉÛØ ÍÁÌÕÀ (ÐÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ) ÞÁÓÔØ ÐÒÑÍÏÊ l_˛ , É ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÄŒÅ ÒÁÚÒÅ- ÛčÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ.

ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M_˛ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ ˛ < ¸ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÓËÏÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. (ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Œ ÎčÍ ÐÏÑŒÉÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÇÕÔ, Á ŒÓÑËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÎÁ É ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÎÅÊ ÂÕÄÕÔ ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÙ.) ⊳

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒ, œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÏÂÝÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. í.: îÁÕËÁ, 1977.

[2] î. âÕÒÂÁËÉ, îÁÞÁÌÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ðÅÒŒÁÑ ÞÁÓÔØ.

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÁÎÁÌÉÚÁ. ëÎÉÇÁ ÐÅÒŒÁÑ. ôÅ- ÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÅÒÅŒÏÄ Ó ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÇÏ ç. î. ðÏ- ŒÁÒÏŒÁ É à. á. ûÉÈÁÎÏŒÉÞÁ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ œ. á. õÓ- ÐÅÎÓËÏÇÏ. í.: íÉÒ, 1965. 456 Ó.

[3] ô. êÅÈ, ôÅÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÍÅÔÏÄ ÆÏÒÓÉÎÇÁ. ðÅ- ÒÅŒÏÄ Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ œ. é. æÕËÓÏÎÁ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ œ. î. çÒÉÛÉÎÁ. í.: íÉÒ, 1973. 150 Ó.

[4] çÅÏÒÇ ëÁÎÔÏÒ, ôÒÕÄÙ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÅÒÅŒÏÄ æ. á. íÅÄŒÅÄÅŒÁ É á. ð. àÛËÅŒÉÞÁ, ÉÚÄÁÎÉÅ ÐÏÄÇÏ- ÔÏŒÉÌÉ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒ, æ. á. íÅÄŒÅÄÅŒ, á. ð. àÛ- ËÅŒÉÞ, ÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÅ ÒÅÄÁËÔÏÒÙ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒ, á. ð. àÛËÅŒÉÞ. í.: îÁÕËÁ, 1985. 431 Ó. (óÅÒÉÑ ĂëÌÁÓ- ÓÉËÉ ÎÁÕËÉĄ.)

[5] ðÏÌ äÖ. ëÏÜÎ, ôÅÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ËÏÎÔÉÎÕÕÍ-ÇÉ- ÐÏÔÅÚÁ. ðÅÒÅŒÏÄ Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ á. ó. åÓÅÎÉÎÁ-œÏÌØ- ÐÉÎÁ, í.: íÉÒ, 1969. 347 Ó.

[6] ë. ëÕÒÁÔÏŒÓËÉÊ, á. íÏÓÔÏŒÓËÉÊ, ôÅÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

ðÅÒÅŒÏÄ Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ í. é. ëÒÁÔËÏ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ á. ä. ôÁÊÍÁÎÏŒÁ. í.: íÉÒ, 1970. 416 Ó.

[7] é. á. ìÁŒÒÏŒ, ì. ì. íÁËÓÉÍÏŒÁ, úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ É ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍÏŒ. éÚÄÁÎÉÅ ŒÔÏÒÏÅ, í.: îÁÕËÁ, 1984. 224 Ó.

[8] à. é. íÁÎÉÎ, äÏËÁÚÕÅÍÏÅ É ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÏÅ. í.: óÏŒÅÔ- ÓËÏÅ ÒÁÄÉÏ, 1979. 168 Ó.

122 ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[9] á. íÏÓÔÏŒÓËÉÊ, ëÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. ðÅÒÅŒÏÄ Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ í. é. ëÒÁÔËÏ, î. œ. âÅÌÑËÉÎÁ É í. ë. œÁÌÉÅŒÁ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ á. ç. äÒÁÇÁÌÉÎÁ É á. ä. ôÁÊÍÁÎÏŒÁ. í.: íÉÒ, 1973. 256 Ó.

[10] óÐÒÁŒÏÞÎÁÑ ËÎÉÇÁ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ Œ ÞÅÔÙÒčÈ ÞÁÓÔÑÈ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ äÖ. âÁÒŒÁÊÓÁ. þÁÓÔØ II. ôÅÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÅÒÅŒÏÄ Ó ÁÎÇÌÉÊ- ÓËÏÇÏ œ. ç. ëÁÎÏŒÅÑ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ œ. î. çÒÉÛÉÎÁ. í.: îÁÕËÁ, 1982. 376 Ó.

[11] á. á. æÒÅÎËÅÌØ, é. âÁÒ-èÉÌÌÅÌ, ïÓÎÏŒÁÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÅÒÅŒÏÄ Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ à. á. çÁÓÔÅŒÁ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ á. ó. åÓÅÎÉÎÁ-œÏÌØÐÉÎÁ. í.: íÉÒ, 1966. 556 Ó.

[12] æ. èÁÕÓÄÏÒÆ, ôÅÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ É Ó ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑÍÉ ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ É á. î. ëÏÌÍÏÇÏ- ÒÏŒÁ. í. { ì.: ïîôé, 1937.

[13] äÖ. ûÅÎÆÉÌÄ, íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁ, ÐÅÒÅŒÏÄ Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ é. á. ìÁŒÒÏŒÁ É é. á. íÁÌØÃÅŒÁ ÐÏÄ ÒÅ- ÄÁËÃÉÅÊ à. ì. åÒÛÏŒÁ. í.: îÁÕËÁ, 1975. 528 Ó.

ëîéçé éúäáôåìøóôœá íãîíï

ðÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ: ÔÅÏÒÅÍÙ É ÚÁÄÁÞÉ (á.ûÅÎØ) œ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ ÏÂSSÑÓÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉčÍÙ, ÐÏÍÏÇÁÀÝÉÅ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ É ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÂÏÔÁÀÝÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ Åč ÐÒÁŒÉÌØÎÏÓÔÉ. ëÎÉÇÁ ÎÁÐÉÓÁÎÁ Œ ÆÏÒÍÅ ÚÁÄÁÞ Ó ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ.

îÁÚŒÁÎÉÑ ÇÌÁŒ: 1. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÑ; 2. ðÏÒÏÖÄÅÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ; 3. ïÂÈÏÄ ÄÅÒÅŒÁ. ðÅ- ÒÅÂÏÒ Ó ŒÏÚŒÒÁÔÁÍÉ; 4. óÏÒÔÉÒÏŒËÁ; 5. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÁŒÔÏÍÁÔÙ É ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ÔÅËÓÔÏŒ; 6. ôÉÐÙ ÄÁÎÎÙÈ; 7. òÅËÕÒÓÉÑ; 8. ëÁË ÏÂÏÊ- ÔÉÓØ ÂÅÚ ÒÅËÕÒÓÉÉ; 9. òÁÚÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ; 10. óÏÐÏ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ó ÏÂÒÁÚÃÏÍ; 11. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. èÅÛÉÒÏ- ŒÁÎÉÅ; 12. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. äÅÒÅŒØÑ. óÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÅ ÄÅÒÅŒØÑ; 13. ëÏÎÔÅËÓÔÎÏ-ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ; 14. óÉÎ- ÔÁËÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÁÚÂÏÒ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ.

éÚÄÁÎÁ Œ 1995 ÇÏÄÕ. 264 Ó. óŒÏÂÏÄÎÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÍÙÊ ÔÅËÓÔ (ASCII, TEX, PostScript) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÁÄÒÅÓÕ

ftp://ftp.mccme.ru/pub/users/shen/progbook

áìçïòéôíù: ðïóôòïåîéå é áîáìéú ëÎÉÇÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÕÞÅÂÎÉË ÐÏ ÍÅÔÏÄÁÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ É ÁÎÁÌÉÚÁ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÊ ÎÁ ÏÓÎÏŒÅ ÏÄÎÏÉÍčÎÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ Œ íÁÓÓÁÞÕÓÅÔÓËÏÍ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÉÎÓÔÉÔÕÔÅ É ŒÙÄÅÒÖÁŒÛÉÊ ÂÏÌÅÅ 15 ÉÚÄÁÎÉÊ Œ óûá (ÐÅÒŒÏÅ | Œ 1990 ÇÏÄÕ). åč ÁŒÔÏÒÙ | Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronals L. Rivest.

œ ÎÅÊ ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ ŒÁÖÎÅÊÛÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍÏŒ É ÍÅÔÏÄÙ ÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ (ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ, ÔÁË É ÓÏ- ŒÒÅÍÅÎÎÙÅ). éÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÅ (Œ ÎÅÊ ÏËÏÌÏ ÔÙÓÑÞÉ ÓÔÒÁ- ÎÉÃ, ÂÏÌÅÅ 200 ÒÉÓÕÎËÏŒ), ÐÏÎÑÔÎÏÅ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÔÒÏÇÏÅ. ëÎÉÇÕ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÞÅÂÎÉËÁ ÉÌÉ ÓÐÒÁŒÏÞ- ÎÉËÁ, ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÚÎÁ É ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ, É ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÍ ÐÒÏÇÒÁÍ- ÍÉÓÔÁÍ. ïÞÅÎØ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ!

éÚ-ÚÁ ÓŒÏÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ËÎÉÇÁ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÄÏÒÏÇÏÊ, ÎÏ ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÂÅÝÁÅÔ ÓËÉÄËÕ Œ 10% ŒÓÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ, ÐÒÅÄSSÑŒÉŒÛÉÍ ÜÔÏÔ ËÕÐÏÎ! áÄÒÅÓ: íÏÓËŒÁ, 121002, âÏÌØÛÏÊ œÌÁÓØÅŒÓËÉÊ, 11.

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÏÒÄÉÎÁÌÙ, ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ) ŒÈÏÄÑÔ Œ ÞÉÓÌÏ ŒÅÝÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÚÎÁÔØ ËÁÖÄÏÍÕ ÇÒÁÍÏÔÎÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. ïÂÙÞÎÏ ÐÒÏ ÎÉÈ ËÏÒÏÔËÏ ÐÉÛÕÔ Œ ÐÅÒŒÙÈ ÇÌÁŒÁÈ ÕÞÅÂÎÉËÏŒ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÌÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÓÐÅÛÁ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÍÅ ËÎÉÇÉ. á ÖÁÌØ | ÐÒÅÄÍÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ, ŒÁÖÅÎ É ÐÒÏÓÔ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ Ï ÎčÍ ÎÅ ÔÏÒÏÐÑÓØ.

éÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ÐÏÐÕÌÑÒÎÙÊ ÒÁÓÓËÁÚ ÁŒÔÏÒÙ ÐÙÔÁÌÉÓØ ÎÁÐÉÓÁÔØ, ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÎÙÈ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ | ÏÔ ÐÏÄÇÏÔÏŒÌÅÎÎÙÈ ÛËÏÌØÎÉËÏŒ ÄÏ ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ.

ëÎÉÇÁ ÏÓÎÏŒÁÎÁ ÎÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÈ ÌÅËÃÉÊ ÄÌÑ ÍÌÁÄÛÅËÕÒÓÎÉËÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÁŒÔÏÒÙ ÞÉÔÁÌÉ ÎÁ ÍÅÈÍÁÔÅ íçõ Œ ÒÁÚÎÙÅ ÇÏÄÙ. çÏÔÏŒÑÔÓÑ Ë ÉÚÄÁÎÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÎÉÇÉ ÜÔÏÊ ÓÅÒÉÉ: ĂñÚÙËÉ É ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑĄ É ĂœÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉĄ.